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Metodi diretti per sistemi lineari quadrati
1 AinmathbbRntimesn det leftArightneq0 e A triangolare in feriore

cioè se aij0 quando jivarnothing

metodo delle sostituzioni in avanti

b1

x1b1a11x2leftb2a21x1righta21x3leftb3a31x1a32x2righta33b2
b3

xnfracbnsum_j1n1anjxjann
begincasesa11x1a21x1a22x2a31x1a32x2a33x3vdotsan1x1an2x2ldotsldotsannxnbnendcases

11lefti1righti2leftbeginmatrixfori1ni1xifracbisum_j1iaijxjaiiendmatrixright 2i1 n oper alla
riga i

se A è t2 inf RightarrowdetleftArighta11cdota22ldotsldotsann
se det leftArightneq0Rightarrowaiineq0foralli1ldotsn

n
n tot op sum_i1nleft2i1rightsum_i1n2isum_i1n12sum_i1nin

fracnleftn1right2frac2cdotnleftn1right2nn2
costo del metodo di sost in avanti overlinee n

2

op elem



2 AinmathbbRntimesn det leftArightneq0 è triangolare superiore

se aij0forallij
phi

begincasesa11x1a12x2ldotsa1nxnb1a22x2ldotsldotsa2nxnfracbb2ddotsddotsddotsddotsannxnbnendcases

xnbn Cann poi ciclo su in1n2ldots1

metodo di sostituzioni all'indietro

for in11

xibisum_ji1naijxj
costo n2 opz

se det leftArightneq0RightarrowQiineq0foralli1n

3 AinmathbbRntimesn det leftArightneq0 generica
l'obiettivo è trasformare A in triangolare sup
o in un prodotto di matrici triangolari



Metodo di eliminazione di Gauss MEG

bleftbeginmatrix523endmatrixrightEsempio Aleftbeginmatrix203211421endmatrixright
trasformare Aunderlinexunderlineb in un sist te sup Uunderlinexwidetildeunderlineb

mot trisupsi sfrutta un principio di equivalenza
dei sist lineari se sostituisco un'egz del sistema
con una combinazione lineare della stessa agz con

un altra ca del sistema ottengo un sistema equiva
lente a quello dato

fracbleftbeginmatrix523endmatrixrightleftbeginmatrix203014025endmatrixrightleftbeginmatrix537endmatrixright
Aleftbeginmatrix203211421endmatrixright

k1

R2leftarrowR21R1R3leftarrowR32R1
R3leftarrowR32R2 leftbeginmatrix2030140013endmatrixrightleftbeginmatrix5313endmatrixright

widetildebU
for k1n1 passo indice della colonna da azzerare

for ik1n indice di riga
moltiplicatori

eventuale
pivotazioneper
righe

m in fracaikakk
for j1n

aijaijmikakj

indice di colonna

comb lineare di riga i
con riga k



bibimikbk

l

costo frac23n3frac12n2frac76n op
Algoritmo del MEG

costo del MEG Oleftn3right
grande

Teorema se det Aneq0 e tutti i minori principali di A
sono nulli allora MEG arriva a terminazione senza divisioni

NON per 0

Def minore principale di ordine k di A è il detern
della sottomatrice di A ottenuta prendendo le prime
K righe e le prime k colonne di A

Q11 a12

a13a23a33a22a21
a32a31

Esempio con det Aneq0 ma in cui MEG si ferma

det leftArightneq0underlinebleftbeginmatrix111endmatrixright
Aleftbeginmatrix223221132endmatrixrightR2zR2R1R3leftarrowR3frac22R1leftbeginmatrix22300202frac12endmatrixrightleftbeginmatrix10frac12endmatrixrightrightarrowQ220

2º principio di equiv dei sistemi scambiando 20 righe
fra di loro si ottiene un sistema equivalente a quello
dato



R2leftrightarrowR3

leftbeginmatrix2230212002endmatrixrightleftbeginmatrix1120endmatrixright sist 22 sup

MEG con pivotazione per righe
k

akk

passo kk

r

0
A b

cerco riga r con kleqxleqnleftarkrightk ma
leqileq
x nai k1

scambio riga e con riga k sia in A che in fracb

se Qur dopo la pirotaz è tem in fracaaik Nakkl max_kleqileqnleftaikright
Rightarrowleftmikright1

poiché min moltiplica elementi akj modificati
in precedenza e quindi affetti da arrotondamento
il fatto che leftmikright1 comporta che gli errori
di arrot rimangano limitati

Teorema se det leftArightneq0 MEG con pivotazione arriva

a terminazione cioè riesco a costruire la mati

tx sup w̅ finale senza divisioni

puo



beginmatrixfrac23n3frac12n2frac76nn2endmatrix1 MEG Aunderlinexunderlineb UXwidetildeb
2 sost all'indietro x risolvere Uunderlinexwidetildefracb

costa frac23n3frac32n2frac76n

Fattorizzazione LI

AinmathbbRntimes det leftArightneq0

t.ee ALcdotV

exists a coppie di Let ALv

scegliamo la coppia con la proprietà che Lii1

Se so calcolare L et allora

AunderlinexfracbLeftrightarrowLUunderlinexfracbLeftrightarrow

L triang inferiore
v triangsuperiore

per i1ldotsn

begincasesLyunderlinebuisolvevesisetiVunderlinexunderlineysisevereendcases inbeginmatrixmmendmatrixferiore

sisi 2z superiore

tlogx sostituzione

leftbeginmatrixleftlogxright2leftlogxright30t2t30endmatrixright
come calcolare Lev

191026



Teorema Data AinmathbbRntimesn det leftArightneq0 te tutti i minori

principali sono non nulli allora posso definire

U matrice triang superiore ottenuta alla fine del MEG

e Lleftbeginmatrix1mik01endmatrixright dove Mir sono i moltiplicatori del MEG

t C LcdotUA

Algoritmo MEG

far k1n1

for ik1n

mikfracaikakk

beginmatrixfarjk1naijaijmikcdotakjendmatrix
bibimikcdotbk

Algoritmo di fatt LU

for k1n1

for ik1n

Air fracaikakk
for jk1n

aijaijaikakj
non modifico_b

UtiuleftAright
LtzilleftA1righteyeleftnright

estrai gli elementi
dalla diagonale 1 in

giù

UtiinleftArightleftbeginmatrixa11ldotsa1n0a22ldotsa2nddots1phiddotsannendmatrixright

x backsub leftubright
risolvo uxb 12

iddots

m32vdotsn2
beginmatrixm21m31endmatrixvdots

12
mn1



trovate ev risolvo in sequenza begincasesLybUxyendcases
costo HEG costo U

frac23n3frac12n2frac76n
frac23n3frac12n2frac76nfracn2leftuxbrightfrac23n3frac32n2frac76n leftLybrightleftuxyrightn2n2

frac23n3frac32n2frac76n
Perché e quando è vantaggioso usare l U invece
del MEG

Devo risolvere 20 più sistemi

xb w AWC

se lavoro con MEG leftfrac23n3frac32n2frac76nrightcdot2simfrac43n3
MEG modica contempo A e t noto

lavorando con LU

1 sola fattorizzazione è indip dal f noto

simfrac23n3LULUA

risolvo peril 1º sist 2n2begincaseslybuxyendcases



risolvo per il 2º
sist begincasesLyfraccUfracwfracyendcases

costo totale overlineefrac23n34n2

2h2

Esempio data A invertibile A1
X incognita

A1A1AAcdotA1I

1

beginmatrix1001endmatrix1
IXleftunderlineX1underlineX2ldotsunderlineXnright

A X

underlinexj
percalcolare underlinexj devo risolvere J

i
simaxileftbeginmatrix0i1vdotsi0endmatrixright

1 calcolo LU LUAleftfrac23n3right
underlineej vettore

jsimo
della base

canonica

for j1n
calcolo xj risolvendo 2 sistemi triangolari

left2n2rightbegincasesLfracyfracejUunderlinexjfracyendcasesend

costo totale frac23n3ncdot2n2frac83n3
costo per
calcolare
A1



Se devo calcolare underlinexA1fracbLeftrightarrowAunderlinexfracb
frac23n3frac83n3

det leftAright

so che se ABcdotCRightarrowdetleftArightdetleftBrightcdotdetleftCright
se calcolo LU LcdotVA

RightarrowdetleftArightdetleftLrightcdotdetleftvright1cdotu11cdotu22ldotsunn
1 u11 uij0

lij phi unn

costo simfrac23n3

Per AinmathbbRntimesn non singolari si può fare LU con

pivotazione per righe
Si costruisce una matrice nsupseteq matrice di permutazioni

cioè una matrice identità a cui sono state scambiò

le righe
PI

for k1n1



pivotazione cerco r leftarkright ma
kleqileq
x na in l

scambio A2leftrightarrowAk
scambio PrleftrightarrowPk

for ik1n

Air aikakk
for jk1n

aijaijaikcdotakj

U trin leftAright
L tril A cosleftnright

LcdotUfracPcdotASi ha che

Se devo risolvere Axfracb ho se 1 è una matrice
di permutazione
E è non singunderlinePAxfracPunderlineb

LVunderlinexunderlinePunderlineb

ybegincasesLunderlineyfracPcdotfracbUunderlinexfracyendcases faccio le permutazioni su
fracbrisolvo



Matrici simmetriche e definite positive solo

AinmathbbRntimesn è s dP se

e AAT
2 XTAunderlineX0 forallunderlinexinmathbbRntimes1underlinexneqfrac0

Criterio se Aoverlinee sim e lambdaileftAright0 è solp

Criterio di Silvester se è sin e tutti
backslash

i minoriprincipali sono
strettane positivi A è solp

Data A solp Axfracb

posso usare MEG o LU ma posso utire la

FATTORIZZAZIONE DI CHOLESKY costa meno di
MEG e LU

Data AinmathbbRntimesn solp

costruisco RinmathbbRntimesn triang sup te

RTRA costo simfrac13n3
rijphi

A
rji phi

trovata R devo risolvere 2 sisi triang
A fracbLeftrightarrowRTRunderlinexfracbLeftrightarrowRTRA ybegincasesR7underlineyfracbRfracxfracyendcases



Idea di come è strutturato l'algoritmo

tè data R
a11phi

phi

A

Rr11cdotr11a11rightarrowr11sqrta11r11cdotr12a12rightarrowr12a12r11vdots

R

trovo la prima riga di R

sfruttando gli elementi nulli e quelli che ho già
calcolato trovo via via tutti gli elementi di R

fine metodi diretti


