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Metodi iterativi

Data AinmathbbRntimesn non sing dato fracbinmathbbRntimes1 xinmathbbRntimes1Axb
Dato un vettore xleft0rightinmathbbRntimes1
costruisco una nice xleftkright con kgeq0 lim_krightarrowinftyfracxleftnrightfracx
Vediamo i metodi di tipo gradiente
si costruisce fracxleftk1rightfracxleftkrightalphakcdotdleftkright

direzione di
discesa

inmathbbRx2
n2

xleftu1rightxleftnright
alphak

dleftxright
x2

per calcolare xleftk1right serve capire come costruire

dleftkrightalphak
Metodo del gradiente

AinmathbbRntimesn solp costruisco Phileftunderlinexright PhimathbbRnrightarrowmathbbR
underlinexrightarrowPhileftunderlinexright

Phileftfracxrightfrac12fracx7AxxTb



se n2Aleftbeginmatrixa11a12a12a22endmatrixrighte
Phileftxrightequivfrac12lefta11x122a12x1x2a22x22rightx1b1x2b2

è un paraboloide

XXleftkright

E x
nablaoverlinephileftxleft4rightright



gradiente di Phi valutato nel punto xleftkright

nablaPhileftfracxrightleftbeginmatrixfracpartialPhipartialx1leftfracxrightfracpartialPhipartialx2leftunderlinexrightendmatrixright
subsetmathbbRntimes1 e puntanella direzione di
max crescita a partire da x

nabla operatore nabla

Se underlinex è il vertice del paraboloide nablaPhileftxrightfrac0

Se M2

Phileftxrightequivfrac12lefta11x122a12x1x2a22x22rightx1b1x2b2

nablaPhileftunderlinexrightleftbeginmatrixfracpartialPhipartialx1leftxrightfracpartialPhipartialx2leftfracxrightendmatrixrightleftbeginmatrixa11x1a12x2b1a12x1a22x2b2endmatrixrightleftbeginmatrixa11x1a12x2a12x1a22x2endmatrixrightleftbeginmatrixb1b2endmatrixright
Aunderlinexunderlineb

La inazione nablaPhileftxright Aunderlinexb vale in realtà tu geq2

Nel punto di minimo del paraboloide

nablaPhileftxrightfrac0LeftrightarrowAxfracb0LeftrightarrowAxfracb
Il punto di minimo del paraboloide è la sol di Aunderlinexunderlineb



Per calcolare la soluzione fracx di Axfracb
cerco il punto di minimo del paraboloide con la regola

kgeq0begincasesfracxleft0rightdatefracxleftk1rightfracxleftkrightalphakfracdleftkrightendcases
direz di discesa

perché devo
convergere al pto

di min

Det dleftkright è direz di discesa per Phi se
quando nablaPhileftXleftkrightrightneqOmega1 leftnablaPhileftXlefturightrightrightTdlefturight0

2 fracdleftkright0 quando nablaPhileftxleftkrightright0

b o
theta b a

a
ab0acdotb0

acdotbleftarightcdotleftbrightcostheta

sonotutte
direzioni di discesa

nearrowxleftkapparightnablaPhileftXleftvrightright



Il metodo del gradiente sceglie dleftkrightnablaPhileftxleftkrightright
È vero che dlefturightnablaPhileftXlefturightright è una direzione di discesa

si perché leftdleftkrightright7cdotnablaPhileftxleftkrightrightleftnablaPhileftxleftkrightrightright20
leftaTaacdotaleftfracaright2right

Osserviamo che

dlefturightnablaPhileftXleftkrightrightbAXleftkright vedere i conti sopra

Inoltre definiamo il residuo al passo k

rlefturightfracbAXleftkright
se fracx solesatta del sistema fracbAxrOmega cioè il residuo è nullo

Allora la direzione di discesa del gradiente al passo
k overlinee

fracdlefturightnablaPhileftfracxlefturightrightfractlefturight

Ora vediamo come costruire il passo alphakinmathbbR

Scelgo alphakPhileftfracxleftkrightalphakfracdleftkrightrightmin_alphainmathbbRPhileftunderlinexalphadleftkrightright
riscrivo PhileftXleftkrightalphadleftkrightrightvarphileftalpharight



Phileftxlefturightalphadlefturightrightvarphileftalpharight

E fracx è un paraboloide varphi al è una parabola

alphakPhileftunderlinexleftkrightalphakfracdleftkrightrightmin_alphainmathbbRPhileftunderlinexleftkrightalphadleftkrightright
equivale a

alphakvarphileftalphakrightmin_alphainmathbbRvarphileftalpharight
Ciò equivale a dire che alphak è il punto di

minimo della parabola varphileftalpharight ovvero l'ascissa

del vertice

varphileftalpharightPhileftfracxlefturightalphafracdlefturightright
frac12leftfracxleftkrightalphafracdleftkrightrightTAleftxleftkrightalphadleftkrightrightleftxleftkrightalphadleftkrightrightTb
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parabola a0
con concavità verso

l'alto

ldotsaalpha2balphac



calcolare il pto di min di varphileftalpharight equivale a

calcolare la radice di varphileftalpharight0
leftunderlinerleftxrightfracbAfracxyrightalphakleftfracdleftxrightrightTfracrleftxrightleftfracdleftxrightrightTfracrleftxrightleftAdlefturightrightTdleftxrightleftdleftkrightrightTAdk

trovo

alpha

passo di avanzamento lungo
la direzione dleftkright

posso alcolare xleftk1rightfracxleftkrightalphakfracdleftkright
itero per kgeq0 fino a quando

rleftkrightvarepsilon varepsilontolleranza data

Algoritmo del metodo del gradiente
Dati input Aunderlinebunderlinexleftarightvarepsilon Kmax

Output underlinexKleftrleftkrightright
k0

underlinerleft0rightfracbAxleft0rightdleft0rightrleft0rightleftnablaPhileftXleft0rightrightright
normal fracrleft0right
while k kmax normare geqvarepsilon

calcolo il passo
n2 op2

salvare in
una variabilealphakleftfracdleftkrightrightTfracrleftkrightleftfracdleftkrightrightTAfracdleftkright underlinevAfracdleftkright
e poi lo riutilizzo

beginmatrixfracxleftk1rightfracxleftkrightalphakfracdleftkrightunderlinerleftk1rightunderlinebAunderlinexleftk1rightfracbAunderlinexleftkrightalphakAdleftkrightrleftkrightalphakAdleftkrightendmatrix
rleftnrightfracdleftk1rightfracrleftk1right



kk1
normar leftrleftk1rightright

end

X l'ultima xleftk1right trovata
kappa no iter effettuate
normar norma dell'ultimo residuo

Costo computazionale sim1p matticevettare simn2 per
ogni iterazione

n'iterazioni n2sim costo comp totale

Limite del metodo del gradiente

fracrleftk1right1frac1rleftkright ma rleftk1right non frace

detto che sia ortogona
Durante le interazioni

1dleftkrightdleftk1right le a tutti i residui
precedenti
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isolinee della forma quadratica associata al sistema Ax=b
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xleft0right
Con il metodo del grad

potrebbero servire molte

iterazioni per arrivare

a convergenza

xleft1right

xleft2right

X



Metodo del GRADIENTE CONIUGATO

AinmathbbRntimesn sin de pas fracbinmathbbRntimes1 xinmathbbRntimes1 sol di Axfracb

cerco fracx come punto di minimo di PhileftXrightfrac12XTAXXTb
Scelgo le direzioni di discesa

dleft0rightrleft0right come per il gradiente

per kgeq0
Oss betak0Rightarrowdleftk1rightrk
ritroviamo il gradbegincasesbetakleftfracrleftk1rightrightTAfracdleftkrightinmathbbRleftfracdleftkrightrightTAfracdleftkrightfracdleftk1rightfracrleftk1rightbetakfracdleftkrightendcases

garantisce 1 leftdleftk1rightrightTAdleftjright0 foralljleqk
dleftk1right è A coniugata con tutte le
direzioni precedenti

siccome A è solp questa proprietà garantisce che

dleft0rightdleft1rightldotsdleftkrightrangledleftk1right sono vettori di
mathbbRn lui indip

Rightarrowleftdleft0rightdleft1rightldotsfracdleftn1rightright base di mathbbRn dove cerco
la soluz

2 leftfractleftk1rightrightTfracdleftjright0foralljleqk il residuo al passo k1
èortogonale a tutte le
direi di discesapreced

Allora lefttleftnrightrightTdleftjright0
cioè GammaleftnrightinmathbbRntimes1 ed è ortogonale alla base leftdleft0rightldotsfracdleftn1rightright

foralljleqn1 dimathbbRntimes



cioè rleftnrightOmega cioè fracbAxleftnright0

cioè xleftnrightequivx è la sol esatta

Il metodo del GC converge alla sol esatta del sistema
Aunderlinexunderlineb al in n iterazioni se ne la din del sistema
in aritmetica esatta

La scelta di alphak è come nel metodo del grad
L'unica variazione nell'ala è la defdi dleftk1right

G E

leftbeginmatrixbetakldotsldotsfracdleftk1rightfracrleftk1rightbetakfracdleftkrightendmatrixright
gradiente

dleftk1righttleftk1right

Generalizzazioni del metodo del GC per sistemi generici

AinmathbbRntimesn non singolare

GMRES Generalized Minimal Residual

BicGStab Bi conjugate gradientstabilized

Metodi
di
Krylov


