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Metodo di bisezione
Metodo di Newton
Metododella secanti
Metodi di punto fisso

Problema fleftabrightsubsetmathbbRrightarrowmathbbR te existsalphainleftabrightfleftalpharight0
Ay è detta radice

o zero di f

alphas
xa Ibalpha2alpha1

Obiettivo calcolare numericamente le radici

Metodo di bisezione
Ip
necesse

per
usare
il culto
di bisez

Sia fleftabrightsubsetmathbbRrightarrowmathbbR f continua fleftarightcdotfleftbright0
y

I0leftabright I c0fracba2
I1lefta0bright 1 c1fracc0b2 sefleftarightcdotfleftc0right0I1leftac0rightc0

1propto xba altrimenti se fleftc0rightcdotfleftbright0
I1leftc0bright

altrimenti
c1

alphac0

Il metodo costruisce una sure di intervalli Ik dove

I0leftabright
I1subsetI0I2subsetI1ldotsldotsIk1subsetIk con la propr che alphainIk

e una successione di punti ck punto medio di Ik



per krightarrowinftyckrightarrowalphaequivlim_krightarrowinftyckalpha
Algoritmo per passare da Ik a Ik1

Ikleftakbkright noto

calcolo ukfracakbk2
if fleftakrightfleftckright0

ak1ak
bk1ck

ck1fracak1bk12

ckak bn

else if fleftckrightfleftbkright0

ak1ckbk1bkck1fracak1bk12
Me

alphack siamo arrivati alla radice

Test d'arresto

A ogni iterazione k ck è un'appx di propto

Stabilisco varepsilon soglia di errore accettabile 103 i 108
1012ldots

mi fermo quando leftckalpharightvarepsilon
è incognitoekleftckalpharight errore

che commetterci se accettassi ck come appx di
propto

Utilizzo uno stimatore dell'errore



ek
leftckalpharightleqfracbkak2ckalphaak bk

errore stimatore
dell'errore

Mi fermerò quando fracbkak2varepsilon
tolleranza

28 09 26

Algoritmo di bisezione
varepsilon

Input f a b tal kmax

Output Z K res

appx dia

res residuo fz
è una misura di

quanto α è appros
no di iterazioni svolte

simata
benecfracab2

k0

errfracba2
while k kmax err geq tal

if fleftarightcdotfleftcright0

Z

7fleftalpharight0proptofleftzright

obiettivo avere resi
più piccolo pass

aabccfracab2 bca

kk1evrfracba2
elseif fleftbrightcdotfleftcright0

ac
bb
cfracab2
kk1



errfracba2
else

er0

end
end
zc
res fleftzright

Se fisso una tolleranza varepsilon

per il test d'arresto
il metodi si ferma quando

Q0a1a2
b0b1

fracbkak2varepsilonfracbkak2fracbk1ak122fracbk2ak2222ldotsldotsfracb0a02k1
b2

Quante iterazioni servono per garantire fracbkak2varepsilon

fracbkak2fracba2k1varepsilon
isolo k

fracbavarepsilon2k1log2leftfracbavarepsilonrightlog22k1k1

Rightarrowklog2leftfracbavarepsilonright1
se ba2 varepsilon108

klog2leftfrac2108right127575126575



con 27 iterazioni trovo un'appx dia
con errore al di 108

k min leftlog2leftfracbavarepsilonrightright è il piccolo intero

maggiore di log2leftfracbaEright1
Metodo di Newton

intervallo

fIsubseteqmathbbRrightarrowmathbbRfinC1leftIright cont con derivata prima
contdi

So che alphainI è radicer fleftxright0 cioè fleftalpharight0

Metodo di Newton leftXleftkrightkgeq0rightlim_krightarrowinftyXleftkrightalpha
preso Xleft0right costruisco la vetta tg a f in xleft0right

ay
f

begincasesyfleftxleft0rightrightleftxxleft0rightrightfleftxleft0rightrighty0endcases0fleftx101rightleftxx103rightfleftx101rightfracfleftxleft0rightrightfleftx101rightfracfleftxleft01rightrightleftxxleft01rightrightfleftxleft01rightrightXleft1rightXXleft0rightfracfleftxleft0rightrightfleftxleft0rightrightXleft2rightXleft1rightfracfleftxleft1rightrightfleftxleft1rightright

ltimes

downarrow

1xleft0rightchileft1right
Xleft2right



Metodo di Newton

begincasesdetexleft0rightxleftk1rightxleftkrightfracfleftxleftk1rightrightfleftxleftkrightrightendcases

per kgeq0

1 come scelgo xleft0right

2 Xleftkrightrightarrowinftyalpha è sempre vero con quale
velocità

3 come fermo le iterazioni

1 come scelgo xleft0right

vdots

Xleftnright
xleftk1right non è def

devo garantire che xleft0rightinIleftalpharightcdot fleftxrightneq0
forallxinIleftalpharightbackslashleftalpharight

beta

Xleft1rightproptoXleft0right
xleft2right



devo xleftlceil0rightrceil suffic vicino ad α
scegliere

2 Xleftkrightrightarrowalpha è sempre vero con quale
krightarrowinfty velocità

convergenza del metodo di Newton

ad
Det sia leftxleftnrightrightkgeq0 una suce che converge ralpha

Diciamo che la suce leftxleftkrightright converge con ordine pinmathbbR
se existsc0

leftxleftk1rightalpharightleqCleftxleftkrightalpharightp forallkgeqk0geq0

leftXleftkrightalpharight err che commetterai se accettassi xleftkright
come appx di x

ES xleftnrightrightarrowalpha

Xleft0rightleftXleft0rightalpharightsimfrac110101
Cfrac12

leftXleft1rightalpharightleqfrac12leftXleft0rightalpharightsimfrac12cdot101

p1 p2
zleftnrightrightarrowalphaZleft0rightleftZleft0rightalpharightsimW1Cfrac12

leftzleft1rightalpharightleqfrac12cdotleftzleft0rightalpharight2simfrac12cdot102leftzleft2rightalpharightleqfrac12leftzleft1rightalpharight2frac12cdotleftfrac12cdot102right2simfrac18cdot104

leftxleft2rightalpharightleqfrac12cdotleftfrac12cdot101rightfrac14cdot101



Metodi che hanno ordine di come alto sono

quelli che convergono velocemente cioè
richiedono meno iterazioni cioè costano meno

Se un metodo converge con ordine 1 si dice che
converge linearmente

un metodo che converge con ordine 2 si dice

che converge quadraticamente

Def alphafrace una radice semplice per 7 se fleftalpharight0
e fleftalpharightneq0

x
propto

α è una radice multipla con molteplicità m1

se fleftalpharightfleftalpharightldotsfleftm1rightleftalpharight0 e fleftmrightleftalpharightneq0
wedge

fleftalpharight0fleftalpharight0fleftalpharight0 m2
x

propto



Teorema convergenza di Newton
intervallo

Sia fIsubseteqmathbbRrightarrowmathbbRfinC1leftIright
Sia alphainI fleftalpharight0 ed existsIleftalpharightfleftxrightneq0forallxinIleftalpharightbackslashleftalpharight
Sia Xleft0rightinIleftalpharight sufficientemente vicino ad propto

Allora la succ xleftkright generata col metodo di Newton

converge ad propto

per krightarrowinfty
Se inoltre finC2leftIright allora

il metodo di Newton converge con ordine 2 se alphaoverlinee

radice semplice
il metodo di Newton converge con ordine I se propto

è radice multipla

3 test d'arresto

leftxlefturightalpharight
errore al passo k

vorrei fermare le iterazioni quando
leftxleftkrightalpharightvarepsilon
è incognita

test 1 sul residuo mi fermo quando leftfleftxleftkrightrightrightvarepsilon
y f

residuoXleftlceilkrightrceil

Evarepsilonupdownarrow o 7x

leftfleftxleftnrightrightrightvarepsilon mi fermo

caso estremo in cui leftfleftalpharightright1 E
propto

per garantire leftfleftxMrightrightvarepsilonRightarrowleftxleftKrightalpharightvarepsilonvarepsilon



lavoro di quanto realmente serve

caso estremo in cui leftfleftalpharightrightll1
xleftkright

Xi
lambdaxv proptovarepsilon

leftfleftxlefturightrightrightvarepsilon può comportare leftxleftkrightalpharightvarepsilon

qui il test è poco significativo

questo test è buono solo se leftfleftalpharightrightsim1

testa sull'incremento

misuro leftxleftkrightxleftk1rightright incremento

mi fermo quando leftxleftkrightxleftk1rightrightvarepsilon

Si dimostra then di Lagrange che se finC2

Rightarrowleftxleftkrightxleftk1rightrightsimleftxleftk1rightalpharight
cioè l'incremento_uparrow

è un ottimo stimatore dell'errore
per il metodo di Newton

xphi
Algoritmo

E begincasesxleft0rightdatexleftk1rightxleftnrightfracfleftxleftnrightrightfleftx1rightkgeqendcasesInput ffxleft0right toe kmax
I res

no iteraz svolte
Output zk

appx di α

k0
err t0e1
while kleq Knox err geq tal



xnewxphifleftxphirightfleftxphirightevrleftxnewxphirightkk1xphixnew

end
zxphi

res fleftzright

xrightarrowfrightarrowfleftxrightMetodo delle secanti

Posso valutare fleftxright ma non conosco l'espressione
matem di f non ho f e non posso applicare Newton

fileftxleftkrightright rapporto incrementale

fleftxleftkrightrightsimfracfleftxleftkrightrightfleftxleftk1rightrightxleftkrightxleftk1right retta che
taglia o sera
f nei 2 puntif
di ascissa

Xleftk1righteXleftkright

propto

xleftk1rightxleftkright

xleftk1right

Metodo delle secanti

Xleft0rightXleft1rightdattcdotXleftk1rightXleftlceilkrightrceilfracfleftxleftkrightrightfracfleftxleftkrightrightfleftxleftk1rightrightXleftkrightXleftk1right kgeq1

ha sostituito fleftlanglexleftkrightrightrangle
Teorema secante
Sia fIsubseteqmathbbRrightarrowmathbbR finC1leftIright
se Xuleft0righteXleft1rightinIleftalpharight con Ileftalpharight fleftxrightneq0xinIleftalpharightleftalpharight
e sono sufficientemente vicini ad propto



allora il metodo delle secanti converge ad propto

e se ltimes è semplice allora il metodo converge con ordine

pfrac1sqrt52sim1618
xproptooverlinee ma ltipla allora il metodo converge con ordine 1
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PROBLEMI DI PUNTO FISSO

Sia varphidauleftvarphirightsubseteqmathbbRrightarrowmathbbR diciamo che alphain dove leftvarphiright
è PUNTO FISSO per 4 se

varphileftalpharightalpha

varphileftalpharight varphi

Se definisco fleftxrightvarphileftxrightx
3x risolvere varphileftxrightx

equivale a risolvere fleftxright0
propto

f

1 per calcolare un p F di q posso costruire fleftxrightvarphileftxrightx
e applicare i metodi finora visti a f

2 cercare direttamente propto con metodi di punto fisso

varphi è nota scelgo xleft0right costruisco una suce leftxleftkrightrightkgeq0

xleftvrightrightarrowalphakrightarrowinftyf eXleftk1rightvarphileftXalphaleftkrightright4
propto 1varphileftalpharight0

varphileftxleft1rightrightvarphileftxleft0rightright
3xxleft1right xleft0right

Xleft2right



Metodo di puntofisso

begincasesxleft0rightdatexleftk1rightvarphileftxleftkrightrightkgeq0endcases
varphileftxleft1rightrightX varphi

varphileftalpharight1
varphileftxleft0rightright

xXleft2right propto Xleft0right xleft2right

x

varphileftalpharight1
varphileftxleft0rightright

alpha2varphileftxleft1rightright
x

x10alpha

Xleft1rightXleft2right
Teorema di Ostrowski

Sia varphiC2leftIright I intervallo in mathbbR e sia alphainI il punto

fisso varphi

Se leftvarphileftalpharightright1left1varphileftalpharight1right allora

existsIdeltaleftalpharightforallXleft0rightinIdeltaleftalpharight la suce xleftvrightgenerata
con la regola xleftk1rightvarphileftxleftkrightright converge ad x per krightarrowinfty

Se inoltre varphileftalpharightneq0 la succ converge con ordine I

cioè existsc0

leftXleftk1rightalpharightleqCleftXleftkrightalpharightforallkgeq0






