Esercizi di Analisi Matematica 1. Paola Gervasio 1

Esercizi di Analisi Matematica 1, utili per la preparazione all’esame scritto -
Seconda parte

SOLUZIONI

Es. 1 Per ognuna delle seguenti figure, dire se la curva nel piano cartesiano ¢ la curva del grafico
di una funzione reale a variabile reale e, in caso affermativo, individuare domf, imf, eventuali
simmetrie; discutere la continuita, la derivabilita; dire se la funzione ammette asintoti verticali,
orizzontali, obliqui; dire in quali intervalli la funzione ¢ crescente/decrescente, convessa/concava;
individuare eventuali punti di massimo e minimo relativo e assoluto ed eventuali punti flesso.

y=f(z y = g(v)
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Figura 2

Svolgimento per la funzione rappresentata in Figura 1. La curva ¢ il grafico di una funzione.
domf =R, imf = [y, +00). La funzione non & pari né dispari, ¢ continua in R\ {a}. Il punto
2o = a € punto di infinito (essendo f definita in x = a ed essendo f(a) = 0). Dove ¢ continua la
funzione ¢ anche derivabile. La retta x = a ¢ asintoto verticale sinistro. La retta y = 0 e asintoto
orizzontale sinistro. Non sono evidenti asintoti obliqui. La funzione ¢ decrescente in (—o00, 2]
e crescente in [z,,a) U (a,+00). Il punto x,, € un punto di minimo relativo. La funzione &
convessa in (z,a), € concava in (—oo, ) U (a,+00). Esiste un punto di flesso: = x¢. Il punto
di minimo relativo ¢ anche punto di minimo assoluto, mentre non esistono punti di massimo
relativo o assoluto.

y=f(z) y = g(v)

Figura 3 Figura 4
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y= I} v=ote)

Y |-

Figura 5 Figura 6
Es. 2 Studiare le seguenti funzioni f : R — R:
a) f(z) =24+ Vat+1

b) f(z)=2*+z—|z|+1

0 J0)= =7+
d) f(z)=2(x—-2)+43/(x+1)>-3
e)

0 sex < —7
f(zx) =< sin?(z) se —m<x<0
x sex >0

f) f(z)=2—aVa?

1
g) f(l"):m

h) f(z) = |log(z* + 1)|
i) f(z)=+V1—sinz sull’intervallo [—, 7]

J) fz) = 1—\/§arctan% —V1-22

k) f(x) = ! 2 +1

"~ log?z logx

1) f(z) = dfa|e @)
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flz)=a?+Vat+1
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Es. 3 Calcolare i seguenti limiti di funzione:

a) lim z(e?/® —1) R. 2]
T—+00
b) lir%(l + sin? x)l/log(lﬂg) R. €]
r—
T __
c) lim ve-1 [R. 1]

x—+o00 4/e% + 1

Vz (5 — arccos /)

d) li R. 1
) 720 sin®( /) [R- 1
6log2 T
°) lim —5 [R- +o0]
f) lim (zV* —2%) [R. +00]
T—+00
g) lim (ze™V* — (z +2)) R. —3]
Es. 4 Calcolare lo sviluppo di Taylor di grado 3 delle seguenti funzioni nel punto xy a fianco
indicato.
: 2\ ; : 2 2 s 2
a) f(x) = sin(z®) in z9p = 7/2 [R. p3(zr) = sin (T) +meos (I ) (z— %) + [cos (T) —
7'(' : 7T2 7'('2 71—2 e 3
2sm( )} z—%) w[mn(;)—l—wcos(fﬂ (z—2)7]
b) f(z) = arctan(a:) inzy=1 R.p3(z) =2+ 3(x—1)— 2z - 1)+ L(z — 1)
c) f(z)= inzg=2 R.p3(z) =1+ (z —2) + 3(z — 2)2 + & (z — 2)?]
d) f(z) ==xlog(zx+1)in zy =0 [R. p3(z) = 2? — 7]
e) flx) =v2r+3inzy=—1 R.p3(z) =1+ (z+1) — Sz +1)2 + 3 (z + 1)?]

Es. 5 Determinare per quali valori di x sono definite, per quali continue, per quali derivabili le
funzioni reali f: R — R seguenti:

a)
f(a:):{x+1 se |z] <1

22—1 selz|>1

[R. domf =R, f & continua in R\ {1}, z =1 & punto di salto. f & derivabile in
R\ {-1,1}, = —1 ¢ punto angoloso.]

b)

o) = (z — 3)?sin <%) se x #3
8 sex =3

[R. domf =R, f & continua in R\ {3}, = 3 ¢ punto di disc. eliminabile. f ¢ derivabile
in R\ {3}. ]
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c)

[ |log(z)] se3<z<e
f(x)_{x—f) see<z<5h

[R. domf = [1/2,5], f € continua in domf \ {e}, x = e & punto di salto. f & derivabile in
domf \ {1,e}, x =1 & punto angoloso. |

d)

F(@) = sin (@) o -3

[R. domf =R\ {0,£1}, f é continua sul suo dominio. f & derivabile in domf \ {3},
x = 3 & punto angoloso. |

Es. 6 Si considerino le funzioni y = f(z) = e® e y = g(x) = 4 — =%, Determinare il valore di
A € R in modo che i grafici delle due funzioni abbiano in un punto comune la stessa tangente.
Determinare anche 'ascissa del punto di contatto.

[R. A = 2log2 ed il punto di contatto ¢ xzy = log 2]

Es. 7 Calcolare le derivate prime e seconde delle seguenti funzioni:

a) f(x) =log(x — Va2 —1) b) f(z) =vV1+=z

¢) f(z) = log(1 + ) d) f(x)arctan = <%>
) fa) = (Vay ! f) fe)= ——
§) fa) = - 3+5f h) f(z) = 2
) flz)=e=" i) f(z) = arcsin(cos(3z + 1))
k) f(z) = tan(log(z?)) 1) f(x) = zarctanx — %log(l + 2?)
Risposte:
O e SRR
b) f'(z) = 2\/% f'(x) = —m
) f@0)= g M@=
) F@) =g S0 T
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&) Fla) = 5(va* D (loga+1- 1)

2
f'(@) = %(\/5)(35_1) [% <log:c +1-— %) L1 i?]

T xT

4 cos(2x) 1 + 8 cos?(2x)
£) f(z) = ——\=) M) = — 22 27
) @) sin?(2z) ’ /(@) sin®(2z)
3z — 24 152°/3 10 — 6 + 602°/3
/ _ " —
g) f (Jj) - 3%5/3 ’ f (Jj) - 9%8/3

h) f/(z) = 2(z*®)(logz + 1), f"(x) = 2(z*) |2(log = + 1)? + %

_ 1—120ga:elo%’ () = 1—33:+10gx(140ga:—2+2x)610$

X

i) f'(z)

J) fl(z) = =3 - sign(sin(3z + 1)) (dove sign(z) = +1se x > 0 e sign(x) = —1 se x < 0).
f non ¢ derivabile dove sin(3z + 1) = 0.
f’(x) =0in R\ {z : sin(3z + 1) = 0}.

X

2 2(4 sin(log(z?)) — cos(log(z?
k) f'(z) = x cos?(log(z2))’ ) = ( (:L‘Qgios:))’)(log(x;)) S
1) f'(z) = arctan z, fx) = 7 —:332

Es. 8 Calcolare i seguenti limiti di funzioni utilizzando gli sviluppi di Taylor:

5sinhx — 5x(1 + 22/6)

e’sinx — (x + 1) tanx

a) lim b) lim

x—0 3 z—0 sin(x5)
TCoST __ LT sinx_l_l 1
c¢) lim CE—— d) lim c .og( +2) al variare di o € R
—0 63 z—0 x* 2ginhz
Risposte:
a) 0
b) &
c) —%

d) 1sea=3,+oosea >3, 0sea<3

Es. 9 La funzione

14

—z° —sinx sex >0
flx)=19 2 -

1—ax—¢€® sex <0

quante volte & derivabile in = 07 A quale spazio funzionale C*(R) appartiene?
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[R. f & derivabile 0 volte in z = 0. f € C%)]
Es. 10 Discutere la continuita della funzione f : R — R nel suo dominio.
a)

71/562 1‘—1 1
fay=q T tarmg ser#O

1 sex=0o0x=1.

[R. £ =0 ¢ un punto in cui f ¢ continua. z = 1 ¢ un punto di discontinuita eliminabile]

b)
el/=? sex <0
1
= t >0 1
f(x) ;17:Ta1“canx_1 sex>0ex#
5 se x = 1.

[R. = 0 ¢ un punto di infinito. £ = 1 & un punto di salto]

¢ +3:— sex#£2ex#—4
0 se x =2
1 se x = —4;
[R. z = 2 ¢ un punto di discontinuita eliminabile. x = —4 & un punto di infinito]

d)

3 sin?(z+1)

— + sex#0ex#—1
ORI L
1 sex =0
-2 se x = —1;
[R. = —1 & un punto di discontinuita eliminabile. £ = 0 & un punto di infinito]
e)
1— -3
(6028(:63)2 ) +21/($—1) se r # Zt\/g ex # 1
j— x -
flz) = 1 sexr =+V3
0 se x = 1;

[R. = ++/3 sono punti di discontinuita eliminabile. # = 1 & un punto di infinito]
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f)
) ™ arctan(z + 1) 3
7 -2 -1
J(a) = Sm<2:c+3>+ r1 | erFTaers
) 1 se r = —%
7 se x = —1;
[R. z = —3/2 ¢ punto di discontinuita di seconda specie. z = —1 & un punto in cui f &

continua]

Es. 11 Discutere la derivabilita della funzione f: R — R.
3 _ 3 2
2) f(r) = V9 b) f() = 80" — 42° 1 7

1 -3/ (x—3)

c) f(z) = e"((z =3)° = o = 3| =4) d) f(z) = 2?|log(3x)|

e) f(z) = |(x —4)arctan(x — 4)] ) f(x) = {/log? |z — 3|
g) f(x) = (xz —4)log?(z — 4) h) f(z) = Ve3* — 3z +1
i)

0 sex =0

fo={ o et

J)
Fz) = { z?log|z| sex #0

0 sex =0
Risposte.
a) domf =R\ {82/27}. domf'=domf \ {3}. x = 3 & punto a tangente verticale.
b) domf = R. domf'=domf \ {a}, dove « & I'unico zero di f. z = « & punto angoloso.
¢) domf =R. domf'=domf \ {3}. z =3 & punto angoloso.
d) domf =R*. domf’=domf \ {1/3}. z =1/3 & punto angoloso.
e) domf =R. domf’=domf. Non esistono punti di non derivabilita.
f) domf =R\ {3}. domf'=domf \ {2,4}. 2 =2 e x =4 sono punti di cuspide.
g) domf = (4,+c0). domf'=domjf. Non esistono punti di non derivabilita.
h) domf = R. domf’=domf. Non esistono punti di non derivabilita.

i) domf = R. domf'=domf. Non esistono punti di non derivabilita (si applica il teorema del
limite della derivata).
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j) domf = R. domf’=domf. Non esistono punti di non derivabilita (si applica il teorema del
limite della derivata).

Es. 12 Dire per quale valore del parametro a € R le seguenti funzioni sono derivabili in R e
dire che tipo di non derivabilita si ha altrimenti.

a)

3 sex >0

fla) = { 272 log(—x) sex <0
[R. f ¢ derivabile Va € R]
b)
3a
Fz) = { l)m| cos(1/x) ZE i ig
[R. f & derivabile Vav > 1/3]
Svolgimento.
Anzi tutto ci si chiede per quali valori di « la funzione € continua in x = 0. Si calcolano
xli%l— flx)e xlirg{r f(z) e si impone che siano uguali a 0:
xli%l— flz) = xlirg{r f(z) = 0solo se a > 0, altrimenti non esistono i limiti (per 'oscillazione
di cos(1/x).

A questo punto si calcolano la derivata destra e sinistra in = 0 con la definizione:

fL(0) = lim w = lim_ m = lim. l2[2* cos(1/x)
£y0) = tim IOy D) gy (ot o).

I due limiti sono uguali (e uguali a zero) solo se I'esponente di |z| ¢ positivo, ovvero
a > 1/3. Quindi f ¢ derivabile in z = 0 per o > 1/3.

N.B. Attenzione che in questo caso il teorema del limite della derivata dauna risposta
non esaustiva. Infatti il teorema del limite della derivata dice: Teorema Sia f una
funzione definita e continua in I(xg) e derivabile in I(xg) tranne eventualmente in xo. Se

esiste finito 11 = lim f'(z), allora esiste anche la derivata destra f! (xo) in z¢ e si ha
IHIO
fi(xo) =11 = lim+ f(x). Analogamente, se esiste finito 12 = lim f'(x), allora esiste
T—T) T—T)
anche la derivata sinistra f' (xo) in xg e si ha f' (xg) = 12 = lim f’(z). La funzione
T—T(

di questo esercizio ¢ tale che {1 e [2 (per 9 = 0) esistono solo per o > 2/3 e il teorema
del limite della derivata fornisce una risposta parziale. Per a € (1/3,2/3] non esistono /1
e 12, tuttavia esistono finite le derivate destra e sinistra in zg = 0 calcolate mediante la
definizione (ovvero mediante il limite del rapporto incrementale).

fla) = { g —arctan(|z|'™) sexz #0

0 sex =0
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[R. f & continua in R per a > 1, e derivabile in R per a > 2. Se 1 < o < 2 il punto z =0 ¢ un
punto di tangenza verticale, se « = 2 il punto z = 0 ¢ un punto angoloso.]

Es. 13 Calcolare i seguenti numeri complessi:

b) w=(1—1i)° [R. 16(1 — )]
c) w==(V3+1i)? [R. 21]
2 2
d) w= |6 (? + z?) <§ + 3) [R. —18(1 + /3i)]
. 1 3 — 1 ! R \/5 1
e) w 1+1)2 [R. =% — 3]
o w3l ) R 3
—Cl2 T
\/g ; 45
g)w=<7—§) [R. 4]
- (203) 4 (2+3) R4
_ \/§ +1 i
D= v 5l
. 1o 1 vaY
B w=206- 5i)t (—5 + 72> [R. —5%]
k) w=8(1+1i)3 [R. 16(—1 4 1)]
. 6
) w= (24_1) R. —1]
Es. 14 Calcolare in C tutte le radici, con la loro molteplicita, dell’equazione:
a) (22 —52+6)(2%+12iz2 —36) =0 [R. 21 =2, 20 =3, 234 = —6i]
b) (222 —iz+3)(z —4+4i)*> =0 R. 21 = —i, 29 = 3i/2, 234 = 4 — 4i]

c) (2°—8)(z—8)%=0 R. 21 =2, 22 = (=14 V3i), 23 = (—1—V3i), 2456 =8|
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d) (23 —)(224+4) =0 Rozi= %24+ 4, op= Y344 25— —i 245 = +2i]

Es. 15 Calcolare in C le radici n—sime (n € specificato di volta in volta) dei seguenti numeri
complessi:

V3i—1 1 e (V3L i , N
\/§+i+g,conn—3 [R.zo—\/?(7+§),zl—\/7<—7+

b) w=7(1+i)% conn=3 [Roz=VH(F+1), 2= V(-G +45), 2= V14

SR
——
N

N
Il
|
w
EN|

a) w=3_8

c) w=(z+2%2)?, dovez:%(%-ﬂi% conn =4 R.
Zo=ﬁ(§+%)y 212\/3(—%+§i)7 222\/3(—§—%i)7 Z3=\/§(%—§i>]

141 . . .
d) w=-7 \/—%i/g’ conn="17. [R. zg = V7e™/6, 21 = /Tel9m/42 | 5y = /73142 43 =
i
YT/ oy = T2 = YTOTIN/ A2 [T eT9IM/42]

Es. 16 Determinare il luogo geometrico degli z € C tali che:

a) <‘Z|2% — 1) (|2]* = 7) -Re(z — Tiz) = 0 [R. Siano # = Rez e y = Imz. Tl luogo geometrico

¢ linsieme {2z € C : 22 +y?> =8U a2 +y? = TUx + Ty = 0}, ovvero I'unione tra due crf
ed una retta.]

b) (]z| = 5) -Im (2 — 5iz) =0 [R. Siano # = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico ¢ I'insieme
{zeC:22+y*=25Ux =0Uy = 5/2}, ovvero l'unione tra una crf e due rette.]
c) (E + z) <|z + ¢Im (z:)‘2 - 64) =0 [R. Siano = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico &

I'insieme {z € C: 22 + 4y = 64 U 2z = i}, ovvero I'unione tra una ellisse ed un punto. |

d) [7\z|2 —2(z +1i2) - Im(z)] € R [R. Siano z = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico ¢ l'insieme
{z € C:y=0Uy+ z =0}, ovvero 'unione tra due rette. |

e) (]z—3i|=5)(2—1i) =0 [R. Siano = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico & l'insieme
{z€C:2%+y*— 6y =16Uz =i}, ovvero I'unione tra una crf ed un punto. |

f) Re (622> + |2|2% — 622%) =0 [R. Siano = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico &
I'insieme {z € C: z +y =0Ux — y = 0}, ovvero 'unione tra due rette. ]

g) Im (22 + Tiz + 2\z|2) =0 [R. Siano x = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico ¢ l'insieme
{z€C:z=0Uy = —7/2}, ovvero 'unione tra due rette. ]

h) (ilz|* +2iz +7+2) e Rt U {0} [R. Siano = Rez e y = Imz. 1l luogo

geometrico & l'insieme {z € C: 22 + 92 + 22 —y=0Nx — 2y + 2 > 0}, (ovvero una semi
circonferenza). |
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i) 2i(2% + |22) = (z + 2)? [R. Siano = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico & l'insieme
{z € C: z =0}, ovvero la retta immaginaria. |

~ |22+ 3z . . o

j) ———€R [R. Siano = = Rez e y = Imz. Il luogo geometrico ¢ 'insieme

|
141
{z € C: 2%+ y*+ 3z + 3y = 0}, ovvero una crf . |



