Esercizi di Analisi Matematica 1. Paola Gervasio

Esercizi di Analisi Matematica 1 utili per la preparazione all’esame

File con soluzioni.
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Successione a,, della figura 1.
La successione ¢ limitata in quanto ima, C [—1,1/2]; non & monotona, ma oscillante; & conver-
gente e lim a, = 0.

—

Successione b, della figura 1.
La successione ¢ limitata in quanto ima, C (1,2]; ¢ monotona decrescente; & convergente e
lim a, = 1.
n—od
Successione a,, della figura 2.
La successione ¢ limitata in quanto ima, C [—5,—1); & monotona crescente; € convergente e
lim a, = —1.
n—0o0
Successione b, della figura 2.
La successione ¢ limitata in quanto ima, C [0,1/2); € monotona decrescente definitivamente,
ovvero per n > 3; & convergente e lim a, = 0.
n—oo
Successione a,, della figura 3.
La successione non ¢ limitata in quanto ima, C [1,400); & monotona crescente; ¢ divergente e
lim a,, = +oo.
n—od

Successione b, della figura 3.
La successione ¢ limitata in quanto ima,, C (—4,4); non ¢ monotona, ma oscillante; ¢ indeter-

minata.
Es. 2
1 n+3 w
a) a, = Zlog [tan <n—|—4 . 5)] ,mezt
€ monotona crescente, divergente, non limitata. lim a, = 4o00.

n—

. . 1 27
inf a,, = mina,, = 1 log | tan =) sup a,, = +o0.

b) a, =2cos(nw) +sin (4™"%), neN

non ¢ monotona, ma oscillante, indeterminata, limitata. inf a,, = —2, sup a,, = maxa,, = 3.

c) a, = (—1)"[log(3n) —log(n + 3)], n € Z*

non ¢ monotona, ma oscillante, indeterminata, limitata. inf a,, = —log(3), sup a,, = log(3).

d) a, = (-1)"e"™", nez*
3

non ¢ monotona, ma oscillante, indeterminata, limitata. inf a,, = mina, = —e’, supa,, =

max a, = e>.

e) a,=vn+18 neN

& monotona crescente, divergente, limitata inferiormente, ma non limitata superiormente.

lim a, = +o0. inf a,, = mina,, = V18, supa,, = +oo.
n—oo

241
f) a, = cos <arctan (n + >>, neN
n+1
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€ monotona decrescente, convergente, limitata. lim a, = 0. infa, = 0, supa, =
n—oo
max a, = v/2/2.
n+1
g) an = PN n €N
€ monotona decrescente, convergente, limitata. lim a, = 0. infa, = 0, supa, =
n—oo

maxa, = 1.

h) a, = arctan(—n"), n € N*

¢ monotona decrescente, convergente, limitata. lim a, = —7/2. infa, = —7/2, supa, =
n—oo

max a, = —n /4.
i) a, = arctan((—n)"), n € NT
non ¢ monotona, ma oscillante, indeterminata, limitata. inf a,, = —7/2, supa, = 7/2.
j) ap =sin(e")+2, neN
non ¢ monotona, ma oscillante, indeterminata, limitata. inf a,, = 1, supa,, = 3.
k) a, =1log(3")-27", neN
€ monotona decrescente definitivamente, ovvero per n > 1; ¢ convergente e lim a, = 0,
n—oo
limitata. infa, = mina, = 0, supa, = maxa, = log(3)/2.
Es. 3 Calcolare i seguenti limiti di successione:

) i n —n! 1
a 11m =€ .
n—+oo (n + 1) 4+ 7" logn

3"t 4+ (n+ )" oo

b) nEIJIrloo n™ + 5n! LT (B+e).
) n*logn — n*log(n + 2) 2
c) lim - _Z
n—+o0 5n3 4 n4sin + 4 n’ sin 2 7

log 5™ — log 3"
lim
n—+oo \/2n2 4+ 2n — v/n2? + 3n

d)

:logg-(\/i—l-l).

1 g ! —qinl
sin(n! + 2n sin 1 1
- sin( ) 5 og (1+—)

e) lim = ——.
) n—-+oo 3sin n% 3

2log(n™)

f) 1 =2.
) n—Foo nlog(n + 3) + 27" - sin(n)
log (sin 1
T 1 Gt R
n—+oo log(n)
. (2n)! s a
h) lim = 400 [sugg. utilizzare il primo teorema del confronto]

n—-+oo (4 + sinn)n!
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n sinn\ —1
D lim (—1)" (e?’L) _A

n—-+o00 nl +nt

33/n+2-log(n® + 2)
lim =
n—+o0 log((n + 3)!) — log(n!)

J)
Es. 4 Calcolare i seguenti limiti di successione al variare di a € R:

. 2a—1
a) lim (n+ 2) - (3arctan(y/n) + n**~1)
n—+00 n—"17

Sea=1/2,1=3r/2+1;se a>1/2, | =+o0;se a < 1/2, | =37/2.

. (n+3logn)®
b) 1 —
) n—1>r—|1—1<>o 4n3 + 4y/n
Sea=3,l=1/4;se > 3,1l =4o00;8e a < 3,1 =0.

o log2" + (—3)"
c) lim .
n—+o0 hn®~1 4+ arctan(n™)
Sea=21=(log2)/5 se a <2, l=+o00;8e a>21=0.

7
COS (-)
d) lim i .
n—-+00 & — ,/nﬁ _ 3n4 +5
Va eR, [ =0.

2
e) lim n® 2 [sin 5 + (1 — cos i)] .
n—+00 n D

Sea=3,l=9sea>3,1l=+c0;sea<3, [=0.

Es. 5 Per ciascuna delle seguenti funzioni reali f: R — R:
- determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie;

- determinare eventuali asintoti per f e classificarli;

- discutere la continuita di f sul suo dominio.

a)

| arctan(z - log(3|z|)) sexz #0
f(x)_{l se z = 0.

domf = R, f dispari per z # 0. y = 7/2 asintoto orizzontale destro. y = —m/2 asintoto
orizzontale sinistro. f & continua in R\ {0}. z¢p = 0 ¢ un punto di discontinuita, in
particolare ¢ un punto di discontinuita eliminabile.
r—2
b) flz)=1—¢ P24 2=
e
domf = R, f non presenta simmetrie. y = e~!(z + e — 2) & asintoto obliquo completo. f
¢ continua in tutto il suo dominio.
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c) flz)=v2—xz Va2
domf = R, f non presenta simmetrie. y = —z + % & asintoto obliquo completo. La
funzione & continua in tutto il suo dominio.

d) f(z) = (z+7)log?(z + 7).

domf = {x € R: z > —T7}, f non presenta simmetrie. f non presenta asintoti. La
funzione ¢ continua in tutto il suo dominio.
T

1
e) J(x) =5 — jlog—.
domf = (—00,0) U (2,400). f non presenta simmetrie. y = x/2 & asintoto obliquo
completo. x = 0 ¢ asintoto verticale sinistro, z = 2 ¢ asintoto verticale destro. La funzione
& continua in tutto il suo dominio.

f) f(z) = arcsin (g) + @

domf =[-2,0) U (0,2]. f & dispari. x = 0 ¢ asintoto verticale. La funzione ¢ continua in

X

tutto il suo dominio.

g) f(2) !

- log |z — 1
domf =R\ {0,1,2}. f non presenta simmetrie rispetto agli assi cartesiani. z =0e z = 2
sono asintoti verticali. La funzione & continua nel suo dominio.
h) f(z) = Va(z —2)?

domf = R. f non presenta simmetrie. La retta y = z — 4/3 ¢ asintoto obliquo. f &
continua sul suo dominio.

i) f(z) = /(log(j] +1))? — 9

domf = (—o00,1 — €3] U [~1+ €3, +00). f & pari. Non esistono asintoti. f & continua su
tutto il suo dominio.

J)

3z2 +1
arctan<$+> se x # 2

r—2
T

—— se x =2
2

fz) =

domf = R. f non presenta simmetrie. La retta y = 7/2 ¢ asintoto orizzontale destro,
la retta y = —m/2 & asintoto orizzontale sinistro. f ¢ continua da sinistra in x = 2, ma
discontinua da destra in x = 2. x = 2 & punto di salto.

k) f(z)=e /"

domf = R\ {0}. f & pari. La retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale completo. f ¢ continua
sul suo dominio.

Es. 6 Discutere la continuita di ciascuna delle seguenti funzioni f : R — R sul proprio dominio.
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a)

3 r—7 sex>7T
arctan sex <7

f € continua in R\ {7}. f & continua da destra in z =7 e f(7) = 0, mentre lim f(z)=
T—T7~
—7/2, ovvero f non & continua da sinistra in x = 7. Il punto x = 7 & un punto di
discontinuita di tipo salto.
b)
log(1 + (z — 2)?) 1 — cos(x +2)
4+ —2)————5——= sex#£2
flz)= (z —2)2 ( ) (z+2)3 7
1 se x = £2

f ¢ continua in R\ {—2}. Infatti lim+ f(z)= lim f(xz)= f(2) =1, quindi f & continua
z—2 T—27

in z = 2. f non ¢ continua in x = —2, in quanto lim+ f(x)= lim f(x)= oo. Il punto
T——2 T——2"
x = —2 & un punto di infinito.
c)
et 3 -1
serx#—lex#3
fx)=19 (x4 1)(z—3) 7 7
0 serx=—-lox =3
f € continua in R\ {—1,3}. f non & continua in z = —1: il punto z = —1 ¢ un punto di

infinito. f non ¢ continua in = 3: il punto x = 3 ¢ un punto di discontinuita eliminabile.

d)
(z—1) in # +1
flx) = o R et [dove exp(y) = €Y]
2 se x = +£1
f & continua in R\ {—1,1}. f non ¢ continua in x = —1: il punto x = —1 & un punto di

discontinuita di seconda specie. f non e continua in x = 1: il punto = 1 & un punto di
discontinuita eliminabile.

r—1

flz) = log|a:—2|—|—3e$f1 sex£lex#2

-1 sex=1ox =2

f & continua in R\ {1,2}. f non & continua in z = 1: il punto z = 1 & un punto di discontinuita
eliminabile. f non € continua in x = 2: il punto x = 2 ¢ un punto di infinito.

Es. 7 Dire per quali valori del parametro @ € R ognuna delle seguenti funzioni f : R — R &
continua in tutto il suo dominio.
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a)
cos(x?)

_ xt+1
f(a:) 1 — cos 22

sex >0

oO—F sex <0

x4

In R\ {0} f ¢ continua Va € R, mentre in = 0, f ¢ continua solo per a = 2. Se o # 2 si

ha un punto di salto.

b)

21+ vV2)/V* sex >0

fl) =< a+3x
3 — a2

sex <0

In R\ {0} f ¢ continua Vo € R, mentre in x = 0, f ¢ continua solo per a = 6e. Se a # 6e

si ha un punto di salto.

2
(z+2)exp (17> se x> —2

flz) = . og(z + 2)
ax2+glog(a:+3) se —3 <z < -2
In domf \ {—2} f ¢ continua Vo € R, mentre in z = —2, f & continua solo per a = 0. Se

o # 0 si ha un punto di salto.

Es. 8 Calcolare i seguenti limiti di funzioni:

a) lim sin x _A 1 sin x _ . sin x
T—T |:]j—7T|

, lim =
r—mt |$ — 7'("

T—T ‘l‘—ﬂ'|
sinx_l
b) lim &~ =1
z—0 tanx
log(1 +1
¢) lim 08U +1082)
z—1 lng
34271
d) lim S t2 —lel@)

z—+o0 €27 — x10 4 sin(z)

) 1 —cos(z —2) 1
e) lim ==
z—2 (r —2) -sin(x —2) 2

log z - arctan (3311)
f) lim = A:
a—1  sin(2(xz — 1))
1

log x - arctan ( o 1) T log x - arctan (
lim = —— lim

a—1-  sin(2(z — 1)) 47 51+ sin(2(x —
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Es. 9 Sia a,, una successione infinitesima, utilizzando alcuni limiti fondamentali per le funzioni,
calcolare i seguenti limiti di successione:

e —1 1 . 1 —cos(ay) 1
@) fm === b) im — S =3
. sin(ay,) . l—cos(ay,) 1
1 = d) 1 - v
) oo Van 0 ) oo an sin(ay,) 2
a1 1
¢) lim (1+a,)/" =¢ f) lim £

n—o0 n—oo 3sin(a,) 3



