ESERCIZI SUL CALCOLO DI LIMITI CON GLI SVILUPPI DI
TAYLOR

a cura di Michele Scaglia

SVILUPPI DI MACLAURIN DELLE PRINCIPALI FUNZIONI

Ricordiamo nella tabella che segue gli sviluppi di Taylor per x — 0 delle principali funzio-
ni elementari (tali sviluppi vengono anche detti Sviluppi di Maclaurin).
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ESERCIZI SVOLTI

1) Calcolare il limite

sinz —cosx + 1

lim )
z—0 e’ —1

20 + 22 +1—

Xz

Svolgimento.

Per prima cosa osserviamo che il limite si presenta nella forma indeterminata —.

Controlliamo se la sostituzione dei vari addendi infinitesimi con gli infinitesimi polinomiali equi-
valenti porterebbe ad eventuali cancellazioni.

Essendo per = — 0,

1
sinx ~ x, (1l—cosz) ~ 5:52, (e —1) ~ uz,

si avrebbe, per x — 0,

. . 1
sinx — cosz + 1 sinx + (1 — cosx) T+ 5’

2r+a24+1—<2L 2424122 2p4a?+1-2%

B T+ 122
w4 a2+1-—1

vale a dire una cancellazione a denominatore dei termini di grado inferiore.

Pertanto, sostituiremo opportunamente le funzioni al denominatore con polinomi tramite gli
sviluppi di Taylor attorno a = = 0.

Prima, pero, riscriviamo il denominatore della frazione facendo il minimo comune denominato-
re. Si ha

sinx —cosz+1  sinz—coszx+1  w-(sinx—cosz+1)

e —1 2 3 _ o T 9.2 3 e ’

9 4 a? 41— 20+ —e*+1 220+t +ar—ev+1
X T

Poiché, dagli infinitesimi equivalenti ricavati dai limiti fondamentali, sappiamo che

. L,
sinz ~ x, (1—cosz) ~ % per x — 0,

per il numeratore si ha, senza ottenere cancellazioni,

1
x-(sinx —cosz+1) = x-[sinx+ (1 —cosx)] ~x- <x+§x2) =z(x + o(x)) = 2° + o(a?).



Alternativamente, possiamo pure scrivere

r-(sing —cosz +1) ~ 2°

per x — 0.

1
Abbiamo trascurato il termine 5:52 in quanto, quando un fattore tende a 0, ai fini della risolu-

zione della forma indeterminata, occorre individuare I’addendo di grado piu basso.

A questo punto sviluppiamo l'unica funzione non polinomiale che compare a denominatore,
vale a dire e*.
Si ha, arrestandoci, ad esempio, al 4 ordine, che per x — 0:

2 43 4 2 23 gt

T _ :E_ hl - 4y - - - 4
e —1+x+2!+3!+4!—|—0(:€)—1+x+ 5t +24+o(:c).

Il denominatore, dunque, per x — 0, si pud approssimare come segue:

2 3 4
2x2+x3+x—em+1:2x2+x3+x—(1+:L'+x—+m—+x—+o(x4)>+1:

2 6 24
2 3 4 3
:2x2+x3—1+x—x—%—%—§—4+1+0(m4):§x2+0(:1:2),

cioe
2 3 T 3 2
20° 2"+ —e" ~ §x per x — 0.
Osserviamo che il grado piu basso (quello che interessa quando si deve risolvere la forma inde-
0
terminata [6] ) che resta nel denominatore ¢ 2 (non vi sono state infatti cancellazioni tra gli

addendi dei vari polinomi).
Pertanto possiamo tornare al limite originario e scrivere

] sinez —cosx + 1 . x-(sinz —cosz+1)
hr% m_lzhr%QZ 3 e
o 41— PO0SLT T et
x
x? 2
=lim 57— ==
-0 3 9 3
—T
2

2) [T. E. 27/03/2013]



Calcolare il limite

. <1+x>
e " +log
e

2=0 2 (coshz — 1) sinh z

Svolgimento.

Osserviamo che il limite si presenta nella forma indeterminata {5} :

Per prima cosa, applicando la nota proprieta dei logaritmi, riscriviamo il numeratore come

1
e " +log (ﬂ) =e " +log(l+x)—loge=e"+log(l+x)—1.
e

Il limite da studiare e quindi

. e T+log(l+x)—1
lim - .
=0 2 (coshz — 1)sinhx

Risulta evidente che il primo fattore a denominatore non possa essere trattato con gli infinitesi-
mi polinomiali equivalenti dedotti dai limiti notevoli (si arriverebbe infatti a una cancellazione).
Sviluppiamo quindi la funzione esponenziale che, osserviamo, ¢ una funzione composta (in quan-
to 'argomento dell’esponenziale non ¢ la variabile indipendente z, bensi —x).

Poiché risulta

2 t3 t4

P=14t+ =+ =+ =+ ot t—0
e + +2+6+24+0()per :
si ha, essendo nel nostro caso t = —x — 0 per z — 0,
22 3 ot 4
r=1- — - — 4+ — .
e x+2 6+24+0(x)

Per quanto riguarda il log, invece, non abbiamo a che fare con una funzione composta. Risulta
immediatamente

2 3 4
log(1+x):x—%+%—%+o(x4) per x — 0.

Pertanto, per x — 0, il numeratore ¢ scrivibile come segue:

ZL’2 ,L.3 ’L'4 .§L’2 x?’ 1’4

= floglta)—1=1-a+o -2 42 4p 242 T 4
e " +log(l+ ) m+2 6+24+x 2+3 1



1 1 1
= (—6 + g) 23 +o(2?) = 61‘3 + (%)

Possiamo scrivere I'approssimazione anche nel seguente modo

1
e “+log(l+z)—1 ~ 63:3 per x — 0.

Occupiamoci ora del denominatore.
Compaiono due fattori. Le funzioni coinvolte non sono delle funzioni compote.

Si ha
2

coshz =1+ % + o(z?), sinhz = o + o(z®) per x — 0.

Abbiamo sviluppato fino al secondo e al primo ordine rispettivamente in quanto non ci sono
altri addendi, nei singoli fattori, che possano portare a cancellazioni.
Il denominatore diviene quindi

2 (1430 = 1 ole?)) o +ola)) = a7+ o),

2(coshz — 1)sinhz ~ 2 per 2 — 0.

In definitiva il limite iniziale diviene

lim =-— = —.
z—0 ;1;‘3 6

3) [T. E. 09/01,/2007]

Calcolare il limite

2 (2
4 cos(2z) +sin (Ex> — 1]
lim .

=0 1z (e?® — cosh(2z) — 27)

Svolgimento.

Osserviamo che il limite si presenta nella forma indeterminata {5} :



Vista la struttura complicata dei vari fattori, procediamo immediatamente con gli sviluppi di
ciascuna funzione.

Osserviamo che, anche in questo caso, abbiamo a che fare con funzioni composte.
Sviluppiamo il termine cos(2x).

Poiché si ha, per t — 0,

1 1
t=1—=t>+ —t* tt
cos 5t o4 +o(t%),

nel nostro caso, essendo t = 2x — 0 quando x — 0, risulta

1 1 2
cos (22) =1 — = (22)* +=— (22)* 40 (22)* = 1 — 22 + Za* + o(a*),

t +2 4 4

cioe
2, 2 4 4
cos(2x) =1 —22° + 37+ o(z").

Per quanto riguarda il secondo termine, ricordiamo che, per ¢ — 0, si ha

—— ls 15 6
smt—t—ét +§t + o(t°).

2
Nel nostro caso si ha t = —x — 0 quando x — 0.
V2

Pertanto risulta

2 1 2 2
= - -2V2- 2% +o(a®) = =z — £:103+0(:163).

N 3

Nella parte finale dello sviluppo abbiamo deciso di arrestarci al terzo ordine, sperando che, nel
seguito, non si verifichino cancellazioni che portino alla necessita di sviluppare fino ad un ordine
superiore.

Per di piu, a noi interessa calcolare lo sviluppo di

sin” (%x) :

Pertanto si ha

2
2 2 V2 2 4
sin2<—x): - 22+ o(a? =222 + 228 — —2* 4 o(29).
V2 BT o) g 3% o)



Proviamo a riscrivere il primo fattore e controlliamo quale sia il grado piu basso che resta:

2 2 2 4
{cos(Qx) + sin? (Ex) — 1] = {1 — 227 4 §m4 + <2ZL‘2 + §x6 - §x4) + o(z°%) — 1]

Si nota che i termini di grado 2 si cancellano.
Il termine di grado appena superiore che rimane e quello di grado 4: non vi sono, infatti, negli
sviluppi delle funzioni, termini di grado 3 (si provi a controllare che ¢ effettivamente cosi).
Scriviamo quindi:
[COS(2$) + sin® <lx) - 1] = <— - é) vt +o(2?) = —gx‘l + o(x?).
V2 3 3 3

Quindi

4- [Cos(Qx) + sin® < x) — 1} =4. [—%x‘l +0(x4)] = —2964 + o(z"),

S

ovvero

2
4. |:COS(2:L‘) 4 sin? (

8
—z | —1| ~ —=2* perz—0.
V2 ) ] 3

Passiamo al denominatore.
Il primo fattore, z, ¢ gia in forma polinomiale.
Sviluppiamo quindi il fattore in parentesi tonda, i cui addendi sono delle funzioni composte.

Poiché
2 3

P=14t+ —+ =+ — +o(t*
e +—|—2+6+4!+0(),

si ha, nel nostro caso in cui t = 2x — 0,

(20, (22)°  (20)’
2 * 6 * 24

4 2
X =142+ +0(22)* =14 2z + 22% + gx?’ + 22t 4 o(zh).

3
Ci siamo arrestati al quart’ordine: nel caso, se dovesse risultare necessario a causa delle can-
cellazioni dei termini fino al grado 4, procederemo con lo sviluppo al quint’ordine.
Passiamo al secondo addendo.
Si ha, per t — 0,

ot 5

cosht =1+ —+ — +o(t’).

2 A4l (t")

Quindi, detto t = 2z, si ha

(o) | (20)"

h(2z) =1
cosh(2z) + 5 o4

2
+0(22)* =14 22% + §x4 + o(z%).



L’ultimo addendo e gia in forma polinomiale.
Pertanto, per x — 0, possiamo scrivere

4 5 2 2
e — cosh(2x) — 2o = 1 + 22 + 227 + gw‘} + §w4 — (1 4 227 + §x4) — 2z 4 o(z") =

4 2 2
:1+2x+2x2+§x3+§x4—1—2x2—§x4—2x+0(x4).

Il termine noto, il termine di grado 1 e il termine di grado 2 si cancellano.
Il grado piu basso che resta e il terzo.
Pertanto, trascurando gli addendi di grado piu alto, abbiamo che
2x 4 3 3
e — cosh(2x) — 2z = 3% + o(x?)

o0, alternativamente,

4
e** — cosh(2x) — 21~ gx?’ per x — 0.

Il limite diviene quindi

4 [cos(?x) + sin® <%x) - 1} _ 2334

I — lim 3 —
e (e?* — cosh(2z) — 2x) 250 (4 3)
R
3
8 4
——z
lim —3 83,
z—0 é 4 3 4
3
4) Si calcoli il valore del limite
. (sinh :L’)i — (sinz)?
z—0 et — 1

Svolgimento.

A differenza del numeratore, il denominatore puo essere trattato facilmente con un infinite-
simo equivalente dedotto dai limiti fondamentali senza creare una cancellazione.



Infatti, dal limite

et —1
lim =1,
t—0 ¢
segue che
(e"—=1) ~ t pert— 0.
Pertanto,

(6334—1) ~ zt perz—0.

Il denominatore lo sostituiremo quindi col termine polinomiale z*.

Per quanto riguarda il numeratore, invece, troviamo la sottrazione di due addendi entrambi
infinitesimi.

Procediamo quindi a sviluppare ciascun termine, provvedendo ad elevare al quadrato ciascuno
dei due sviluppi.

Poiché ]

1 1 1
sinhz = x + 63:3 + 51’5 +0(2%) e sinz =2 — 6:1:3 + 51’5 + o(z9),

si avrebbe

1 1 ? 1 1 ?
(sinh z)* = <:c + 6:53 + 53:5 + 0(3:6)) e (sinz)? = (:c - 6:53 + 53:5 + 0(3:6)) :

E ben chiaro che non stiamo a calcolare I'intero sviluppo dei quadrati di tali polinomi: non
0
dimentichiamoci del fatto che, nel calcolo di limiti nella forma indeterminata {5}’ interessa

considerare solamente 1’addendo di grado piu basso.

Osservando ciascuno dei due termini e ricordandosi che andranno poi sottratti, ci accorgiamo
che il quadrato del primo addendo in ciascuna potenza sara destinato a cancellarsi.

Prima di considerare il quadrato del secondo addendo in ciascuna tonda (quadrato che risultera
una potenza di grado piuttosto alto, cioe 6), consideriamo il doppio prodotto tra il primo e il
secondo termine di ciascuna delle due tonde: si tratta di due quantita dello stesso valore ma di
segno opposto che, a causa del segno —, si sommeranno. Il loro grado ¢ ovviamente 4.
Controlliamo che non ci siano altri termini di grado 4 nello sviluppo.

Effettivamente non ce ne sono in quanto, qualsiasi altro quadrato o doppio prodotto avrebbe
grado maggiore di 4, come e facile convincersi provando a calcolare alcuni di tali termini.

Fatte queste premesse, scriviamo quanto segue:

1 1 ? 1 ’
(sinh x)* — (sinx)? = (:1: + 61’3 + 5:1:5 + 0(:1:6)) — (a: — -2t + =2+ 0(:56)) =



1 1 1 1
= 2%+ §x4 + o(z*) — (xZ — Zxt 4 O(ZL‘4)) =2 -2+ 22t + a2t +o

3 3 3

Pertanto

2
(sinh x)* — (sinz)? ~ §x4 per z — 0.

Il limite diviene quindi

2 4
lim (sinh x)i — (sinx)? _ lim i _
z—0 et —1 =0 gt 3
5) Si calcoli il valore del limite
L s
log(cos ) + log(e* — ) — —x
lim - 0
z—0 x3 arcsin x

Svolgimento.

0
Il limite si presenta nella forma indeterminata —.

(z*) = §x4 + o(z%).

10

Anche in questo caso, il denominatore ¢ trattabile con gli infinitesimi equivalenti, in quanto

consta del prodotto di due fattori infinitesimi.
A causa del limite notevole

. arcsinx
Iim — =1

x—0 x ’

si ha che

arcsinx ~ x per x — 0.

Quindi sostituiremo il denominatore della frazione col polinomio

Passiamo quindi al numeratore, dove troviamo la somma di addendi entrambi infinitesimi (in-

fatti, ciascuno dei primi due addendi tende a log1 = 0).

[ primi due termini (non polinomiali) del numeratore sono due funzioni composte.

Come sempre, cominciamo a sviluppare partendo dalle funzioni piu interne.



Ricordiamo che, per x — 0, si ha

1 1
cosr =1-— 53:2 + ﬂx‘l + o(x?).

Inoltre, per t — 0, si ha pure

1 1 1
log(1+8)=t— >+ =3 — =¢* .
og(L+1) =t = 5 + ot* — ~t' 4+ o(t)

Nel nostro caso 'argomento del log e cos x, che, per lo sviluppo precedente, ¢

1
1— 5:52 + —24:1:4 + o(x?),
vale a dire
1 1
1+ <—§:p2 + —241‘4 + O(ZL‘4))

Pertanto, per x — 0, si ha che

1 1
log(cosz) = log [1 + <§£2 + ﬂf + o(xﬂ)} ,

vale a dire un termine del tipo

essendo

Scriviamo quindi lo sviluppo

1 1 1
log(1+¢)=t— —t>+ =¢> — =4 t
og(1+1) =t — St + 5t — 2t 4 o(t)

1 1
sostituendo ¢ con (—53:2 + ﬂx‘l + 0(:1:4)).

Si ha, per  — 0,

1 1
log(cosx) =log |1+ <—§x2 + ﬁx‘l + 0(1’4)) =

N J/
-~

t

1 1 1/ 1 1 2
— (—éscz + ﬂx‘l + 0(:1:4)) -5 <—§:c2 + ﬂx‘l + o(:c4)) +

-~ -~

t $2

11



12

1 1 Tl 1 ! 1 1 !
<—§x2 + ﬁf + O(ZL‘4)) 1 <—§:p2 + ﬁx‘l + 0(x4)) +o (—§x2 + ﬁf + O(ZL‘4)) :

(. J (. J (. J

~\~ ~~ ~\~

t3 t4 t4

\1
3

Aspettiamo a sviluppare tutti i calcoli precedenti. Sviluppiamo anche il secondo termine do-
podiché, ricordandoci che i due termini andranno sottratti I'uno all’altro, cercheremo di capire
quale sia il grado piu basso destinato a restare.

Ricordando che, per x — 0, si ha

1 1 1
e =14+z+ 2>+ -2+ —z* + o(a?),

2 6 24
risulta, per x — 0,
1 1 1 1 1 1
f—r=1+xz+ §x2 + gx?’ + ﬂx‘l +o(xt) 1 =1+ <§x2 + Bx?’ + ﬂx‘l + 0(x4)> .
Pertanto, il termine
log(e® — x)

risulta approssimato, per x — 0, da

1 1 1
log [1 + (541:2 + 61’3 + ﬂx‘l + 0(3:4))] :

Sostituendo, stavolta, nello sviluppo

1 1 1
log(1+t) =t — >+ —t> — —t* t
og(1+1) =t — St + 3t — 2t + o(t)

1 1 1
il valore t = (§x2 + 61‘3 + ﬁx‘l + 0(x4)), otteniamo

1 1 1
log(e® —z) =log |1+ <§x2 + 6:53 + ﬂx‘l + 0(3:4)) =

N J/
-~

t

1, 1 1 1 /1, 1 1 ?
= (—x2 + -2’ + —a' + 0(:1:4)) —=. <§:c2 + 61’3 + ﬂx‘l + 0(:54)) +

J/ N J/
~~ N

t +2
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1 1 Tl 1 ! 1 1 !
<—§x2 + ﬁf + O(ZL‘4)) 1 <—§x2 + ﬂx‘l + 0(x4)) +o (—§x2 + ﬁf + O(ZL‘4)) :

(. J (. J (. J

~\~ ~~ ~\~

t3 t4 t4

\1
3

A questo punto, riscriviamo vicini gli sviluppi dei due addendi a numeratore:

1 1
log(cos z) = log [1 + (—5372 + ﬁ:f‘ + 0(1’4))] =

1 1 1/ 1 1 ’
= (—512 + ﬁw4 + 0(1‘4)) — 3 (—5:152 + ﬂZLA + 0(:}54)) -

1/ 1 1 51/ 01 1 ! 1 1 !
+3 <_§;L-2 4+ ﬂlA + 0(;5‘*)) 3 (—512 + ﬂw4 + 0(:54)> +o0 (—5372 + ﬁSLA + 0(1’4)) ;

1 1 1
log(e® — z) = log {1 + (51’2 + 6:53 + ﬂx‘l + 0(3:4))] =

Ci accorgiamo che il primo termine di ciascuno sviluppo, quello di grado 2, e destinato a
cancellarsi.

Il grado immediatamente piu alto sembra essere il 3. Tuttavia, l'unico addendo di grado 3
che compare nello sviluppo, —2% ¢ destinato a cancellarsi con I'ultimo addendo del fattore a
numeratore. 0

Passiamo quindi al grado 4.

Come abbiamo detto a lezione, dobbiamo controllare di far comparire tutti i termini di grado
4 nei due sviluppi, senza tralasciarne alcuno (diversamente, il risultato del limite ¢ errato).

Per quanto riguarda il primo dei due sviluppi, si individuano due termini di grado 4: ﬁx‘l e il

quadrato del primo termine della seconda parentesi tonda.
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Cioe, dallo sviluppo di log(cos x), si ricava

1 1 1.\ -
—gt -~ =22 = ix4 — 1264 = —11‘4.
2 24 8 12

Altri termini di grado 4 non ce ne sono.
Passiamo allo sviluppo di log(e” — x).

Anche in questo caso si hanno solamente due termini di grado 4, nella stessa posizione dei
precedenti. In particolare si ricava

Fortunatamente, tra il termine log(cosx) e il termine log(e” — x) c’e il segno +, pertanto tali
addendi di grado 4 non sono destinati a cancellarsi.
In definitiva, lo sviluppo del numeratore per x — 0, &

L 3 Lo 1o,y 1Ty 1g 1 4, 13

log(cosz) — log(e® — x) — 6% = 3% 3% + 3% + ¥ 3% T g% + o(z*) =

2
= —Ex‘l +o(z") = —=a* + o(z?);

in altre parole

1 1
log(cosx) — log(e® — x) — 63:3 ~ —61’4 per z — 0.
Pertanto il limite diviene
1, 1,
log(cosz) + log(e” — z) — =z ——x 1
lim - 6 im0 ==
20 a3 arcsin x =0 gt 6

6) Si calcoli il valore del limite

(6 cosh /= — 6 cos \/z) tan(z?) .

2

lim =y -
=0  15sin”x — 15(arcsin x)

Svolgimento.

Il limite si presenta nella forma indeterminata {6] .

Notiamo, pero, che il secondo fattore a numeratore consta di un solo termine infinitesimo. Lo
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possiamo trattare coi limiti notevoli, cioe con la teoria degli infinitesimi equivalenti.
A causa del limite notevole

. tant
lim =1,
t—0
si ha
tant ~ t per t— 0.
Quindi

tan(z®) ~ 2® per z — 0.

Sostituiremo quindi il fattore infinitesimo tan(z®) col monomio .

Gli altri due fattori, invece, tendono a 0 ma sono somme algebriche di addendi infinitesimi (o
riconducibili a tali).

Pertanto procederemo con gli sviluppi di Taylor.

Si tratta di funzioni composte.

Ricordiamo che

1 1 1 1
ht =1+ —t> + —¢* o t=1— >4+ —¢* 4.
cos +2 +24 +o(t), cos 5 +24 + o(t%)

Nel nostro caso ¢ t = y/z. Quindi si ha

cosh /o =1+ %(\/5)2 + 2—14(\/5)4 +o((vr)’) =1+ %x + 2—14562 + o(x”/?),
V=1 1\/—2 1 V)t VI)) = 1 1 L o 5/2
cosv/x = —5( x) +ﬂ( )"+ o((Vx)’) = —§x+ﬂx + o(x*).

Poiché il primo fattore e scrivibile come
6 - (cosh vz — cos V) ,

si ha, per x — 0,

1 1 1 1
6 - (coshv/x — cosv/z) =6 (1 ot ﬂﬁ — (1 — 5T+ ﬂﬂfz) + 0(1’5/2)) =

—6- (%x + %x + 0(x)) — 62 + o(x).

in quanto i termini di grado 1 non si cancellano.
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Possiamo anche scrivere

(6 coshy/z — 6cosy/z) ~ 6z per z — 0.

Consideriamo ora il fattore a denominatore, vale a dire
15sin* x — 15(arcsinz)? = 15(sin® z — (arcsin z)?).

Si ha

1 3
sinz =z — 61’3 +o(2%), arcsinz = x + % + o(z?).

Pertanto

1 2 3 2
sin®z — (arcsinz)? = (J; — 6:1:3 + 0(:1:3)) — <:1: + % + 0(:1:3)) .

Il quadrato del primo addendo di ciascuna tonda e destinato a cancellarsi.

Controlliamo quindi i termini di grado appena superiore, vale a dire i doppi prodotti (aventi
grado 4).

Si ha

Non essendoci cancellazione, possiamo arrestare lo sviluppo al grado 3.
Quindi risulta, per z — 0,

1 1
sinz — (arcsinz)? = 2% — —2* — 2% — —2* 4 o(2*) = —§x4 + o(x%),

3 3

da cui
) . 2 2 4 4 4 4
15(sin” z — (arcsinz)®) = 15 - (—gx +o(z )) = —10z" + o(z"),

ovvero

15(sin®z — (arcsinz)?) ~ —102* per z — 0.

Pertanto il limite risulta

(6 cosh /T — 6 cos/x)tan(z®) . 6x(x?) 3
lim — . = lim = ——.
=0  15sin” z — 15(arcsin z)? =0 —10x4 5
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OSSERVAZIONE.

Per quanto riguarda il denominatore, avremmo potuto agire diversamente ed evitare dei calcoli.
Ricordando che (a? — b%) = (a + b)(a — b), si trova

15sin® z — 15(arcsinz)* = 15 [(sin z)? — (arcsin x)?] =

= 15 (sinx + arcsin x)(sin x — arcsin z).

Poiché, per =z — 0,

sinx ~ x e arcsinr ~ z,

si trova, senza ricorrere agli sviluppi di Taylor di grado superiore al primo,

(sinz + arcsinz) ~ x+x = 2z,

ovvero

(sinz + arcsinz) = 2z + o(x).

Resta da sviluppare solo il secondo fattore, cioe

(sinx — arcsin x).

Poiché

: L 3 4 : L 3
sinz =x — —z° +o(z%) e ar051n:c::1:+6:1:

erx — 0
6 p )

si ha

1 1
(sinx — arcsinx) = {x — 6:53 + o(z) — (SU + 6553 + 0(1’4))] =

1 1 1
= (—6553 — 6x3+) +o(z*) = —gaz?’ + o(z?),
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ovvero

4

1
(sinz — arcsinx) ~ —3% perz— 0.

In definitiva, per il denominatore si ha

1
15sin® x — 15(arcsin x)* = 15(2z + o(x)) <—§x3 + 0(3:4)) = —102* + o(2®),

che ¢ lo stesso risultato trovato in precedenza.

7) Calcolare, al variare di « € R, il limite

. arctan(sinz) — zcosz
lim

a0t z8-lelarctan(cos x)

Svolgimento.

Il denominatore consta di due fattori, il primo dei quali, 271%!, si presenta gia in forma polino-
miale, quindi adatta alla discussione finale.
Per quanto riguarda il secondo fattore, invece, constatiamo immediatamente che si ha

77
li t = tan(1l) = —.
lim arc an(cos z) = arctan(1) 1

Pertanto, il denominatore della frazione lo sostituiamo col fattore

™

4

281l

Consideriamo quindi il numeratore.
Si ha la sottrazione di due funzioni composte entrambe infinitesime per le quali, come si puo
intuire guardandone la forma, ’applicazione dei limiti notevoli non porta ad alcun risultato.
Procediamo quindi con gli sviluppi di Taylor, partendo dalle funzioni piu interne.
Anzitutto ricordiamo che, per  — 07, si ha

1

1
sinx =z — 61‘3 + ax‘:’ + o(9).

Poiché, per t — 0, risulta
Ly 15 6
arctant =t — gt + gt + o(t°)

1 1
si ha, essendo nel nostro caso ¢t =sinz = x — 61‘3 + gx‘:’ + o(29),
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+1 13+15+(6)5+ 13+15+(6)6
— Xr — = —X o\T o\r — =2 —X o\x
5 6 5! 6 5!

N J/ J/
N ~~

t5 t6

Aspettiamo a svolgere i calcoli e sviluppiamo il secondo termine, x cos x.
Poiché, per z — 0%, si ha

1 1
cost =1— §x2 + ﬂx‘l + o(x°),

risulta, per x — 07,

rCosxT =1 - (1 — %xQ + 21—4364 + O(ZL‘S)) = — %x?’ + 2—14:L‘5 + o(z9).
Poiché i due termini arctan(sinz) e x cosz vanno sottratti I'uno all’altro, cerchiamo di capire
quali calcoli sia necessario compiere per individuare il termine di grado piu basso che resta.
I termini di grado 1 si cancellano.
Il grado appena piu alto e il 3: dobbiamo quindi cercare negli sviluppi tutti i termini aventi
grado 3 e controllare se si giunga o meno a una loro cancellazione.
Per quanto rigurada il primo sviluppo, quello di arctan(sin x), ci interessa il termine di grado
3 nel primo blocco, vale a dire —323, e il cubo del primo addendo della seconda tonda, oppor-

6
tunamente moltiplicato per il coefficiente —% dello sviluppo:

Altri non ce ne sono, in quanto si otterrebbero, sviluppando i conti, potenze di grado piu
alto.
Considerando il termine z cos x, abbiamo solamente I'addendo
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La somma algebrica di questi tre termini di grado 3 porta a

cioe una cancellazione.
Dobbiamo quindi passare al grado appena successivo, cioe 5.
Bisogna prestare particolare attenzione in quanto, nello sviluppo di arctan(sinz) compaiono

tre addendi di grado 5: a parte i termini 53:5 e +g(a:)5 (ottenuto elevando alla quinta il primo
termine della terza tonda), facilmente individuabili, vi & pure, nel cubo della seconda tonda, il

triplo prodotto tra il quadrato del primo termine e il secondo, cioe

Nello sviluppo di x cos z, invece, vi € solo il termine

L s
Proviamo a sommare tali termini di grado 5, controllando se vi sia 0 meno cancellazione.
Risulta

1 1 1., 1., 1 ., 1, 1., 1 ., 40 o 1

s TR T T Tt TR T Tt Tt T3

Fortunatamente non c’¢ cancellazione.

5

Il grado piu basso che resta a numeratore ¢ dunque z°, in particolare, per x — 01, possiamo

sostituire il numeratore col termine polinomiale
[

=T .

Pertanto dobbiamo discutere il limite

1

—2° + o(x)
lim — = lim *———
a—0t  z8-lelarctan(cos z) z—0+t T 6-|a|

arctan(sinz) — x cos

Dobbiamo controllare i gradi del numeratore e del denominatore, non dimenticandoci del fatto
che x — 0.
Si hanno le seguenti eventualita:
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4

e se 6— |a| =5, cioe se |a| = 1, cioe se o = %1, il limite risulta ¢ = 3. n quanto, ancor
T

prima di passare al limite, si ha una semplificazione dei due termini z°;

e se 6— || <5, cloe se |a] > 1, cioese a < —1 U « > 1, il limite risulta ¢ = 0, poiché lo
zero a cui tende il nuemeratore ha grado maggiore dello zero a denominatore;

e se, infine, 6 — || > 5, cioe || < 1, cioe se —1 < v < 1, il limite risulta { = 400

8) [T.E. 21/03/2005]

Si calcoli il valore del limite

. sin(log (1 +2z)) —e** + 1
lim .
20 tan(x?)

Svolgimento.

0
Il limite si presenta nella forma indeterminata —.
Il denominatore consta di un solo termine infinitesimo, trattabile coi limiti notevoli.
Si ha immediatamente

2

tan(z®) ~ 2% per z — 0.

Sostituiremo quindi, nel calcolo del limite, il termine tan(z?) con z?.
Passiamo al numeratore della frazione.

Vi e la somma di pitt addendi infinitesimi.

Procediamo con gli sviluppi di Taylor.

Ricordiamo che, per t — 0,

1 1
log(1+1t) =1t — 5752 + §t3 + o(th).

Nel nostro caso ¢ t = 22 — 0, quindi

1 1
log(1 + 2x) = (2x) — 5(21‘)2 + §(2x)3 + 0(22)* = 22 — 22° + §x3 + o(x?).

Per quanto riguarda la funzione piu esterna si ha, per ¢t — 0,

1
sint =t — 6t3 + o(th).

Abbiamo, per z — 0,
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8
sin(log(1 4 2z)) = sin (2:10 — 227 4 —2® + o(x?’)) =
%,—/ 3
¢ ~ -

t

3 4
8
(Qx — 227 4 gx?’ + o(x?’)) +o <2x — 227 + gx?’ + o(x?’))

-~ J/ N /
M -~ -~

t3 4

=

8
= 2r — 2% + gx?’ + o(x®) —

Sviluppiamo il termine e??.
Poiché, per t — 0,
1 1 1
e =1+t+ -+ -t* + —t* +o(t"),

2 6 24

si ha, nel nostro caso in cui e t = 22 — 0,

1 1 1 4 2
e* =1+2r+ 5(23:)2 + 6(23:)3 + ﬁ(?l’)4 +o(2z)t =1+ 22 + 22% + gig + §:L'4 + o(x%).

A questo punto, ricordando che il numeratore e

sin (log (1 + 2z)) — e** +1,

tenendo presente gli sviluppi appena scritti cerchiamo di capire quale sia il grado piu basso di
x che rimane.

Ovviamente si cancellano i termini noti (cioe 1) e i termini di grado 1 (vale a dire 2x).
Invece non c’e cancellazione degli unici due addendi di grado 2. Risulta infatti

—22% — (+227%) = —42%.

Pertanto il numeratore ha come termine di grado inferiore —2x2.

Il limite diviene quindi

sin(log (1 +2x)) —e*®*+1
m = lim
z—0 tan(xQ) z—0 72



9) Si calcoli il limite

™
— — arctanx

lim .
xr——+00 1 1
- x—x2log<1+—) - =
T 2

Svolgimento.

Osserviamo che la variabile indipendente tende a +oo.
Il numeratore tende a

m
5 arctan(+oo) =

bo |
|

bo |
Il

o

Per quanto riguarda il denominatore, invece, si ha che

, 1\ 1 1 1
r—z"log|l+—-)—=—>+oo—00-log(l+0)—==+00—00-0— =,
x 2 2 2

vale a dire una forma indeterminata.
Conviene operare un cambiamento di variabile. Poniamo

1
t=—, cioe x=-.
T t

E evidente che, poiché © — +o0, si ha che

t—0t.

Riscriviamo, in forza del teorema di sostituzione, il limite nella nuova variabile ¢. Risulta

1
liny 75 D Wl 7y ey 2

Per quanto riguarda il numeratore conviene fare riferimento alla nota identita

T e y <0
arctany + arctan — = 72r .
—|—§ sey >0

23
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Poiché t — 07, si ha che ¢t > 0, quindi
1 =«
arctant + arctan — = —,
t 2
da cui
s 1
— — arctan — = arctant.
2 t

Pertanto possiamo riscrivere il limite come

. 2t? arctan t
lim .
t—0+ 2t — 2log(1 +t) — t?

Il limite si presenta nella forma indeterminata 8. Per risolverlo useremo gli sviluppi di Taylor
al denominatore e gli infinitesimi equivalenti (riconducibili ai limiti notevoli) al denominatore.
Si ha

arctant

im =1,
t—0 t

quindi, per t — 0,

arctant ~ t.

Il numeratore della frazione lo sostituiremo quindi con

2%t = 213,

Passiamo quindi al denominatore.
Dobbiamo sviluppare solamente il termine log(1 + t).
Si ha

1 1 1
log(1+t)=t——t>+ =3 — =¢* t

per cui

2 1
2log(1 +1t) =2t — t* + §t3 — 5754 + o(th).

Il denominatore della frazione diviene quindi

2., 1
2t—210g(1+t)—t2:2t—2t+t2—§t3+§t4—t2.



Osserviamo che si cancellano i termini di grado 1 e di grado 2.
Il grado appena piu grande che resta e il 3.

25

Pertanto possiamo sostituire il denominatore della frazione originaria col termine polinomiale

2
—gt?’ + o(t?).

Il limite originario risulta

1
2% . <E — arctan —)
2 t

y
5ot 2t — 2log(1 + 1) — 12

’ 213
= 11m
t—0t 2

3

10) [T.E. 06/04,/2009]

Calcolare il limite

Svolgimento.

Si tratta di un limite di successione.
Possiamo trattare due dei tre fattori utilizzando 1 limiti notevoli.
In particolare, considerato che

lim (62/"3 — 1) —0,
n—-+oo
in forza del limite notevole
t—1

lim &~ —1,

t—0 t
si ha che, per t — 0,

(e —1) ~ t,

2
quindi, detto t = — — 0, si ha, per n — o0,

n3
2
2/n3 o ~ =
(e 1) 3

—=t* 4+ o(t?)

= —3.



Per quanto riguarda il fattore

b+ £)]

che, a causa delle proprieta dei logaritmi, puo essere riscritto come

1 <1+1)
n - log — ],
4n

osserviamo che il fattore n si presenta gia in forma polinomiale.
Invece, dal limite notevole

log(1+1t)

lim =1

t—0 ’

si ha che, per t — 0,

log(1+1t) ~ t,

1
dacui,pert:4——>0pern—>+oo,
n

l 1+ ! !
o) — ~ —.
& 4n 4n

Resta da capire il comportamento del fattore

, (1) 1
sin|— ) ——.
n n

26

E evidente che tale fattore tenda a 0 quando n — 4o00. Inoltre, tale fattore ¢ dato dalla sot-

trazione di due addendi entrambi infinitesimi.

Tuttavia, in questo caso, 'algebra degli infinitesimi equivalenti non ci aiuta. Infatti, da

sint ~ t pert—0,

si avrebbe

z.
5
A/~
S
~
2
S

Pertanto si otterrebbe
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cioe una cancellazione.
Dobbiamo quindi cambiare strada e utilizzare gli sviluppi di Taylor attorno a 0. Siamo auto-

1
rizzati a fare cio in quanto, detto t = —, si ha t — 0.
n
Non dimentichiamoci, inoltre, che ci interessa individuare 'addendo di grado piu basso che

tende a 0.
Poiché, per t — 0,

1
sint =t — 6753 + o(t?),

segue che, per n — +o0,

/1 1 1 /1\° . NN 1 1 . 1
S111 — = — — — — 0 — = — — — 0 — .
n n 6 n n n  6nd n3

Pertanto si ha, per n — +o0,

) 1 1 1 1 . 1 1 1 n 1
sim|—)|]-——=—-——+4+0|—=|——=—-—=—+0 =],
n n n 6nd ns3 n 6m3 n3
ovvero

. (1 1 1
sm{—|—— ~ ——= per n — +0o0.
n n 6n3

A questo punto possiamo riscrivere il limite sostituendo ciascun fattore col corrispondente in-
finitesimo polinomiale equivalente.

Risulta
2/’ 1\" e2/m* _ 1
| 1 1+ — =1 n-1 14+ — ) =
n >0 (1) 1 log( +4n)] n oo ( ) T Og( +4)
s | — — — sin [ — _
n n n n
2
_ o n® 1 2N (L) Lo
_nl—l>r—|r—loo_i " 4n nl—l>r-£loo <n3) ( 6n) 4 3
6n3
11) [T.E. 9/12/2003]
Si caclcoli il limite
lim 2 [cosh(z cos 2x) — cosh z] .

x—0 l‘4
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Svolgimento.

Il limite si presenta nella forma indeterminata %, come e facile constatare.
Il numeratore ¢ dato dalla sottrazione di due funzioni tendenti entrambe a 1.
Ricordiamo lo sviluppo del cosht e del cost per t — O:
2 5 2t 5
cosht =14+ —+ —+4o0(t’), cost=1——+ — +o(t°).
2 24 *") 2 24 *")

In particolare, poiché 2x — 0 si ha pure

21)? 2z)4 2
cos2r =1— () + (2z) +0((22)°) =1 — 222 + Za* + o(2?),
2 24 3
da cui

2 2
rcos2r =x - (1 — 27 + §x4 + 0(3:4)) =z —22° + §x5 + o(x).

Poiché (z cos2z) e I'argomento del primo cosh, riscriviamo lo sviluppo di cosh t,

2 t4 5
ht=1+—+4+ — t
oS +2+24+0( ),

sostituendo, al posto di ¢, x cos 2z, ovvero il suo sviluppo per x — 0.
Si ha )
cosh (z cos 2z) = cosh (:c —22% 4+ =2° + 0(1’5)) =
N 3

t (. 4
~\~

t

5

1 2 ! 2 ! 2
- 1+§ <x —22° + §x5 + 0(x5)> +ﬂ (x —22° 4 §x5 + O(ZL‘S)) +o <x —22% + §x5 + 0(x5)>

N J/ J/ N J/
N ~~ N

t2 4 t5

Al precedente sviluppo andra sottratto il seguente:
2 4 .
coshr =14 —+ — +o(2”).
+ 2 + 24 +ol2”)

Osserviamo immediatamente che c¢’¢ cancellazione tra i termini noti (cioe 1) e i termini di grado
2 (osserviamo che, nel primo sviluppo, I'unico termine di grado 2 compare calcolando il qua-
drato del primo termine della prima tonda, elevata alla potenza 2).
Passiamo quindi al grado immediatamente successivo che, come si puo constatare, e il 4.
Nel primo sviluppo sono ben due i termini che hanno grado 4: il doppio prodotto tra il primo
e il secondo termine nella prima tonda e la potenza quarta del primo addendo della seconda
tonda, cioe
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1
Nel secondo sviluppo, invece, compare solo il termine ﬁx‘l.

Quindi, complessivamente, il termine di grado 4 dello sviluppo complessivo e

1 1
2zt + ﬂx‘l — ﬂx‘l 0

In definitiva si ha

2 [cosh(z cos 2x) — cosh ]

alcl—r>r(l) x4 - alcl—r>r(l) x4 =4
12) [T.E. 31/08/2015]
Calcolare il limite
| |
cosh (%) — oS (%)

I n'm n

im

. 1+log |1+ (n+1) — (n+1)

( + 1)7n+1 (n_|_ 1)7n+1

Svolgimento.

Analizziamo il numeratore.
Poiché per n — +oo risulta

essendo n™ un infinito di ordine superiore rispetto a n!. Pertanto avremo che il numeratore ¢
infinitesimo (tende a (cosh0 — cos0) = (1 — 1) =0.).
Ricordiamo gli sviluppi di Taylor per y — 0 delle funzioni cosh e cos:

1 1 1 1
coshy =1+ 53/2 + ﬂy‘l +o(y%), cosy=1-— §y2 + ﬂy‘l + o(y°).

Risulta quindi, per y — 0,

1 1 1, 1 -
(coshy —cosy) =1+ 5;1/2 + ﬂgﬂ +o(y®) — <l ) St ! a,{/] ! ()(J{/"/)) =

=y + o(y?).

Il termine di grado pili basso che ¢ rimasto ¢ y2: non ¢ necessario proseguire con lo sviluppo.



Consideriamo il denominatore,

s (1 ) o (i)

exp (n+1)! _ em(ﬁ}lv)fﬂ
(TL + 1)7n+1 :

e ((JTDQ!“) |

si ha, a causa della scala degli infiniti, che ¢ — 0 quando n — +oc.

ove

Posto

Il denominatore & quindi della forma

1+1log(l+t)—¢e" con t— 0.

Poiché

1 1 1
bg1+0:t—§ﬂ+§ﬁ—1#+d#)pﬂt%O

1 1 1
P14+ 2+ 3+ —t* 4 o(t? t—0
e Hi+ Sttt o +o(t*) per ,
avremo, per t — 0, che
1+log(l+1t)—e' =

1 1. 1 1 1 1
=1+t — =t + -3 — —¢* M —(1+t+ =2+ =3+ —t*
H -t + g 1 +o(t") tit gttt ot Fo

1 1
:1+t—§ﬁ—1—t—§ﬂ+0W):—ﬂ+0W%

)

30
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ovvero

L +log(l41t) —e' ~ —t* +o(t?).

Ci siamo fermati al grado 2 poiché, per t — 0, interessa l'infinitesimo di ordine inferiore.
Sostituendo ¢ troviamo

1+1og(1+M)_exp (M) S _<ﬂ> per 1 = +oo.

(n_|_ 1)7n+1 (n_|_ 1)7n+1 (TL + 1>7n+1

Riscriviamo il limite originario. Si trova

b n! n!
COS W — COS W

T b log (14 BRI exp DU i (DY
(n_|_ 1)7n+1 <n+ 1)7n+1 (n_'_ 1)7n+1
2
o
= lim n’ = lim nlin =

| (n)!-(n+1)1))2 QUCI T,

(n+1)™ - (n+ n+ 1) (n+1)°

! 2 1 l4n | 1 2 1 14n
ST 0 (s e 0 M O 0
ntotoo  plin (nh)? - (n+1)2 N 400 nldn

1 14n 1 nq 14
= lim — (n i ) = lim — [(1 + —) } = —elt,
n—-+oo n n—-+oo n

13) Si calcoli il limite

’ Y1 ¥ 21 — e2® + g2
im .

20 1 — cos(3x)

Svolgimento.

Si vede facilmente che il limite si presenta nella forma indeterminata [6] .

Cosideriamo subito il denominatore, che consta di un solo fattore infinitesimo approssima-
bile utilizzando i limiti fondamentali.
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Poiché 1
1—cosy ~ §y2 per y — 0,

avremo, posto y = 3z — 0 per x — 0,

1 9
1 —cos(3z) ~ 5(3:5)2 = 5:52 per z — 0.

Studiamo il numeratore,

=
|
]

VI+ 22— e 422 = (1+ 2x)

Ricordiamo lo sviluppo

ala—1 ala—1)(a—2
(1+y)"=1+ay+ <2 yp 1 6),< Ly? + oly?)
1
In particolare, posto o = 7 si ha
4 2 4 \4 6 4 \4 4

Nel nostro caso, in cui y = 2x, avremo

(1+22)1 =1+ 1(2:,;) — i(255)2 +

4 32 27 8 8

Sviluppiamo il termine e2”.
Poiché

1, 1
¢/ =14y + 55"+ v’ +oly’),

1
avremo, posto y = éx,

1 1/1\% 1/1\° 11 1
e%leww(f) *6(5‘”) o) =14 qut grt 4 ggu’ +ofa’)

Possiamo sviluppare I'intero numeratore:

1 3 1 1 1 1
V1425 —e2® 4 2% = 1+§ZL'—§:L'2+§ZL'3+O(ZL'3>— (1+§x+§x2+@x3+0(1’3)) +a? =
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3 1 1
=2’ — -2’ +1° +o(a®) = 51’2 + o(x?),

8 8
ovvero
1
V1427 —e2® + 22 ~ 53:2 per x — 0.

In definitiva si ha

L,
VT 127 —ex® 4 g2 . ot 1
lim : — = lim =— = —.
z—0 l — cos(3x) =09 9



