SUCCESSIONI

€

LIMITI DI SUCCESSIONI

2,
—f(x)=1/x
le ® a(n)=1/n
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Successioni

Def. Una successione & una funzione reale a variabile naturale:

a:dom(a) CN—R: n—y=a(n)=a.

La variabile indipendente e scelta in N e non in R.
Il dominio di una successione & del tipo {n € N, n > ng} con ngy
un opportuno numero naturale.

1.
Es. a, = —, in questo caso ng = 1.
n
n+1 .
Es. a, = > in questo caso ng = 3.
n_

Es. a, = (—1)", in questo caso ng = 0.
Es. Il fattoriale di n: ap=n!, neN.
o00=1 nl=n-(n-1)-(n—-2)...2-1

Vale la proprieta ricorsiva: n! =n-(n—1)!
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Confronto tra f(x) =1/x e a,=1/n

2 T

—f(x)=1/x

1.5 ® a(m)=I/n
1 L
0.5f

0 5 10

dom(f) = {x € R, x # 0}, dom(a)={neN, n>1}
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Dove sono utili le successioni

Esempio: stima del costo computazionale di algoritmi.
Per risolvere Ax = b (con A € R"*") servono:

oper. elementari metodo
cn =3(n+1)! Cramer
gn=3n°+3n*>—In Eliminazione di Gauss

Quale dei due metodi ¢ piu efficiente?

Come crescono i costi quando n cresce?

Cn € gn sono due successioni,

n & un numero intero positivo (ciog un naturale) e NON ha senso
parlare di dimensione del sistema n € R
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Richiami
Ricordiamo la definizione di Punto di accumulazione.
Def. Sia A C R. Diciamo che xp € R & un punto di
accumulazione per A se in ogni intorno di xg cade almeno un
punto di A diverso da xp.
Se A =R, allora un qualsiasi punto xo € R (finito o infinito) & di
accumulazione per R.

ma se A=N, L'unico punto di accumulazione per N & +o00

Ricordiamo che una successione € una funzione il cui dominio &
contenuto nell’insieme dei numeri naturali:

a:N—-R: a:n—y=a,

In conclusione, I'unico limite che possiamo calcolare sulle successioni
€ per n — oo
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Successioni convergenti

Def. La successione a : n+> a,, definita per n > ng, tende al limite
¢ € R (o converge al limite ¢/ € R) e si scrive

lim a,=¢
n—oo

se VI.(¢), Tl (+00): ¥Yn>ng, n€ I, (+o00) = a, € I.(¢)

(oseVe >0 (ereale), In. e N: Vn> ng, n> n. = |a, — (| <¢)

1.2 1.2
R A e el
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....u-ca-..----' {—¢€ .—;;-rro-o—lu-o-oo-n--l
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L]
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' '
' '
' '
' '
0 L 0 Ln.
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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Def. Una successione convergente a £ = 0 si dice infinitesima.

Es. a, = —.
n

lim — =20
n—oo N

Questa & una succ. infinitesima (= convergete a zero)

ES. dn = Fnl Sl ha
lim no_
n—oon-+1

Questa & una succ. convergente (ma non infinitesima)

. 32 +1 3
lim ———— ==
n—soo5n24+2n 5

Questa € una succ. convergente
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Successioni divergenti positivamente

Def. La successione a: n+ a, tende a +oco (o diverge a +00) e si
scrive

lim a, = +o0,
n—oo

se Via(+00), I, (+00) 1 Vn > ng, n € l,,(+00) = a, € la(+00)

(oseVAER,, dngp e N: Vn>ng, n>np=a, > A)

100 o 100 o
. .
L A o
80 . ABO F--==-====-=---m - - - P
. .1
'
60 - 60 o
< .. 5 .' :
A4 F--=--------- Ty 40 . !
'.: a. :
. ' . N
20 ... : 20 ..u !
0 -.u' :nA 0 ..a' :nA
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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Successioni divergenti negativamente

Def. La successione a: n+ a, tende a —oo (o diverge a —o0) e si
scrive

lim a, = —o0,
n—oo

se Via(—00), I, (+00) 1 Vn>ng, n € l,(+00) = a, € Ia(—0)

(oseVAER,, dnp e N: Vn>ng, n>np = a, < —A)

0

0 .... ..'.
.I ..
20 *. -20 %
. .
L] L]
A4Q fmmmmmmmmem s g m - -40 ®e
o : . .
S i ° ]
-60 : L -60 .
L] L]
: [ .
-80 ' *5 N e T LR
] ] Ll L]
-100 4 . -100 e
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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Classificazione di successioni

Una successione puo essere:
o CONVERGENTE se lim a, =/ con £ € R finito

n—oo
e DIVERGENTE POSITIVAMENTE se lim a, = +o0
n—oo
o DIVERGENTE NEGATIVAMENTE se lim a, = —
n—o0
o INDETERMINATA se A lim a,.
n—oo

Es. La successione

—1 n dispari
—(_1\" —
an=(-1) { 1 nopar

€ indeterminata.
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TEOREMI SUI LIMITI DI SUCCESSIONE

Valgono tutti i teoremi visti per i limiti di funzione, ovviamente

adattati alle successioni.

Teorema di unicita del limite. Se esiste lim a, € R, allora questo
n—o0

€ unico.
Teorema di permanenza del segno. Sia £ = lim a, € R. Se £ >0
n—oo
allora esiste n € N tale che a, > 0 per ogni n > n.
1.
EO 777777777 20000000 0000000000000 0
< ....
3 °
-1 "o
2 1 1 |
0 10 20 30

n
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Corollario al teorema di permanenza del segno

Sia lim a, = ¢ € R. Se esiste 7 € N tale che a, > 0 per ogni

n—oo

n>n, allora £ > 0.

Esempio: a, = 4%
2 -
0 000000000000 00000000000000e
°
] 2t
40,

n
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Primo teorema del confronto
Siano a, e b, due successioni tali che:

— esistono lim a,=¢; €Re lim b, =/, € R,

n—oo n—oo
— esiste n € N tale che a, < b, per ogni n > n.
Allora #1 < /5.
2
® a,
15 = u b, |
[ —— LI IR TP EET, A
U PP TYY YT XX AR ELL LA AL ]
[ ]
Ore
-05e
1 ‘ s ‘ ‘
0 5 10 15 20
n
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Secondo teorema del confronto
Siano ap, b, e ¢, tre successioni tali che:

— lim a, = lim ¢, =¢ € R,

n—oo n—oo

— dn € N tale che a, < b, < ¢, per ogni n > 7.

Allora esiste lim b, e lim b, =¢.

n—o0 n—oo
0.5
*
4 a’ll
n . cn
] . b,
I:.. .
LI ™) LI Y I
0t * * * 5‘ ‘--‘ :
' :.:oooootooootou
[ )
#....
[ ]
°
-0.5 . . ‘ ‘ |
0 5 10 15 20 25
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Teorema dell’algebra dei limiti

Quando tutti i limiti coinvolti esistono e le espressioni a destra dell'uguale
hanno senso, si ha:

lim (a, + b,) = nIme anp+ lim b,

n—oo n—oo
lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—o00 n—00 n—o00

Jim (anbn) = (fim_an) - lim_bn)

lim a,
lim 27 = oo
n—oco by, lim b,

n— o0
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Lemma di commutazione

(E il teorema di sostituzione applicato alle successioni)
Sia [a, b] un intervallo in R,

sia x, : N — [a, b] una successione: esiste lim x, = x™ € [a, b],
n—oo

sia f : [a, b] — R una funzione continua in x*.

Allora

nIer;o f(xn) = f(nango xp) = f(x7).

Interpretazione:
Quando f & continua, f ed il limite commutano

. . . 2y - . o\ - .
Esempio nIl_)h(;osm(l/n )= sm(nll_>rrc1>o 1/n") =sin(0) =0
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Successione superiormente limitata

Def. Una successione a, si dice superiormente limitata se I'insieme
immagine im(a,) = {an, n > np} & un sottoinsieme di R
superiormente limitato, cioe se

dC>0: a,<C Vn > ng

(C & un maggiorante per l'insieme im(a,))

Es.
" a, =n—n?,
E' sup(A) = max(A) = 0.
571003 M ..
—zooz ' ®
73002 | .l
(; 5 10 15 .20
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Successione inferiormente limitata

Def. Una successione a, si dice inferiormente limitata se |'insieme
immagine im(a,) = {an, n > np} & un sottoinsieme di R
inferiormente limitato, cioe se

C>0: a,>-C Yn > ng

(C & un minorante per l'insieme im(ay))

et ap = log(n)
. inf(A) = min(A) =0

N}
n

T T T T TTTETTII
.
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Successione limitata

Def. Una successione si dice limitata se & sia superiormente che
inferiormente limitata, cioé se

AC>0: |ap|<C  Vn>ng

. Tn—2
Esempio. a, = ——.
n+2 n—2
7 =
p : . .m ‘.m PO U S LA an n + 2 ’
s ° A=im(ap)
. inf(A) = min(A) = —1,
) supA=7
| c=1.
0

lb 2b Sb 4‘0 Sb 60

. n o . . . . . . .
La successione & superiormente ed inferiormente limitata, quindi
e limitata.
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Disuguaglianza triangolare

Vx,y € R vale:
x4yl <Ix[+ 1yl

ovvero: il valore assoluto di una somma di due numeri € minore o
uguale della somma dei valori assoluti.

Esempi:
@ |5+ 3] < |5/ + 3], cioe 8 <8,
o |5+ (—3)| < |5|+|—3|, cioe 2 <8,
o | —8+4<|—8|+]4] cios 4 <12
o | —8+(—4)<|—8+|—4] cioe 12 <12
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Limitatezza e convergenza

Teorema. Sia a, una successione convergente. Allora a, & limitata.
Dim. Sia {ap}n>n, € sia £ = lim a,. Per la definizione di limite:
- n—oo

Ve>03dn.: Yn>ng, n>n. = |a,— ¥ <e

se prendo € = 1, esiste n. tale che Vn > n. si ha |a, — ¢| < 1.
Per la disuguaglianza triangolare si ha:

lan| = lan — 0+ 0] <lan — ¢+ ] <1+, Vn > n..

Si pone M = max{|an,|, |any+1l---,lan.|, 1+ |¢|}.
Per come ho definito M si ha |a,| < M per ogni valore di n, sia
n < ng, sia n> n.. Quindi la successione & limitata. O
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N.B. Il viceversa del precedente teorema non & vero, ovvero una
successione limitata non & detto che sia anche convergente.

Esempio. a, = (—1)" & limitata ma non & convergente.
Esempio. a, = sin(n), b, = cos(n) sono limitate ma non
convergenti.

Esempio. a, = arctan(n) & limitata e convergente.
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Corollario al secondo teorema del confronto

Sia a, una successione limitata e b, una successione infinitesima.
Allora la successione prodotto ¢, = a,b, € infinitesima.

. sin(n . . e N
Es. lim (n) = 0 perché a, = sin(n) & limitata, b, = % e
AL
infinitesima.
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Successioni monotone

Def. Una successione si dice monotona crescente se

ant+1 = an Vn > no,
si dice monotona decrescente se
an+1 < ap Vn > ng,
. n 1
Esempi: a, = ——— (crescente a sx) e a, = . (decrescente a dx).
n+1
14
1.2 12
1 1
08 ‘ ‘ . . ° . . 0.8
g . g 06
0.6 04
L] L]
0.4 : 0.2 e
0
0.2
-0.2
¢ 1 2 3 4 5 6 7 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n n
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Limite di successioni monotone

Teorema Sia {a,} una successione monotona, allora essa &
convergente o divergente (non pud essere indeterminata).

In particolare:
se {an} € monotona crescente, = lim a, = sup a,

n—roo n>ng
mentre:
se {a,} & monotona decrescente, = I|m anp = gf an
n>ng
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Esempio

Sia ap = |75, calcolare sup, inf, max e min (se esistono)

dell'insieme immagine di a,.

Svolgimento. Dimostriamo che a, & monotona decrescente, quindi
per il teorema delle successioni monotone, abbiamo

lim a, = inf a, = 1.
n—o0 n>0

[l massimo dell'insieme immagine A = {a,, n € N} & assunto
quando n = 0 e vale ag = 3, quindi: maxA =supA =3, infA=1,

non esiste min A perche non c’é alcun numero naturale tale che

_ n+7 __
an—n+2—1.
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La successione geometrica

Sia g € R. La successione geometrica &€ a, = q" .

Teorema
0 selgl<1l(-1<g<1)
. 1 seqg=1
lim q" = 9
n—00 400 seqg>1
non esiste se g < —1
Esempio
n 2n (0.5)" (=2)" (~0.5)"
0 1 1 +1 +1
1 2 0.5 -2 —05
2 4 0.25 +4 +0.25
3 8 0.125 -8 —0.125
4 16 0.0625 +16 +0.0625
10 1024  0.00097656  +1024  +0.00097656
11 2048 0.00048828 —2048 —0.00048828
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Ordini di infinito

Siano a, e b, due successioni divergenti.

1. Se lim =% = oo diciamo che a, ha ordine di infinito maggiore
n—o0

di quello di by.
. on?+1
Esempio: lim =
n—oo n—1

2. Se lim ? = /(e R, ¢ +# 0 diciamo che a, e b, hanno lo

n—o0 n
stesso ordine di infinito e scriviamo a, ~ £b, per n — oo
£ o m+1 1
sempio: lim ——— = —.
P o —1~ 2

3. Se lim 2% = 0 diciamo che a, ha ordine di infinito minore di

n—o0 n
quello di b,.
I
Esempio: lim og(n) =0.
n—o00 n
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Confronto riassuntivo sugli ordini di infinito

Le seguenti successioni sono ordinate, in ordine crescente, da
sinistra a destra riguardo al loro ordine di infinito.

(logn)’ | n* | q" |nl[n"
(B>0) [ (a>0)]g>1] |
6
10
¢ . * log(n)
vy n
* = 2"
4 . * n!
10 ¢ P
L}
<= . * u
lo ‘ .. v v k4
" L] vV v VY
¢ a vv? M
e "ty e o
0 .;'¥vooooo°°°...
0¥ e
°
10° 10' 10°
n
(©Paola Gervasio (UniBS) - Analisi Matematica 1 Limiti di successioni successioni.pdf 29



Ordini di infinitesimo

Siano a, e b, due successioni infinitesime.

1. Se lim =2 =0 diciamo che a, ha ordine di infinitesimo
n—oo n

maggiore di quello di b,.

—n

Esempio: nhj;om =0,
2. Se lim an _ ¢ e R, ¢ +#0 diciamo che a, e b, hanno lo
n—oo b

n . . . - -
stesso ordine di infinitesimo e scriviamo a, ~ b, per n — oo

in(1
Esempio: lim M =1
n—soo 1/n

. dp .. . e e
3. Se lim — = co diciamo che a, ha ordine di infinitesimo
n—oo

minore di quello di by,
.. sin(1/n)
Esempio: nlngow = 00
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Dal teorema di sostituzione

Vale la seguente identita:

(a )b Iog a,,)b” b log a,,

Notazione: exp(n) = e”"

1 I
nt/m = exp (Iog nl/"2> = exp <n2 log n) = exp (ongzn>

Quindi

) 2 : log n log n
lim n¥/™ = lim exp <g2> = exp < lim g2 ) =¥ =1
n—o00 n—00 n n—oo n
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Criterio del rapporto

Sia a, una successione e sian € N t.c. a, > 0 per ogni n>"n
an+1

Se g < 1 allora I|m a, =0,

se g > 1 allora lim a, = 400,
n—o0

se g = 1 allora non posso concludere nulla.

Esercizi
3n—1
lim /n lim ——
n—00 n—oo N
nn
lim 27+ 3n lim —
n—o0 n—oo nl
1/n2<_ 1 n2n

li li
o 202 - -log(n+7) 00 (2n)!
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Sottosuccessioni

Def. Data una successione {a,}, chiamiamo sottosuccessione di
{an} ogni successione estratta da questa, ossia ogni successione del
tipo {ap, } con k =0, ..., 00, dove {ny} & una successione
monotona strettamente crescente di valori in N (n, : N — N, tale
che ng : k +— ng).

: n—1 s
Esempio 1. a, = ? con n>0. ng =2k, con k>0 (ng¢&la

n

successione dei soli numeri pari).
Ottengo la sottosuccessione:

ng — 1

ank:nk+3connk:2kek20.
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. n—1 ng —
Esempio 1. a, = 3 e ap, = con ni = 2k
n
1 1
0.8 000000000 0.8 .o.o.o'°
° o ®°
0.6 e ? 0.6 L °
s s
04 o 0.4 M
g ° g °
0.2 o 0.2 .
Op o Op o
-0.2 -0.2
o4 © successione 04 ® sottosuccessione con nk=2k|
e 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n n

{an} = {a0, a1, a2, a3, ...
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Sottosuccessioni
n—2

Esempio 2. a, = (—~1)"0 %
sempio 2. a, = ( )n+2

,conn>0.

7nk -2
an, = ———— 5 perm=2k+1
ne + 2
7nk -2
an, = —, per n, = 2k
ng+2
8 8
6 . .
6| Jee .
4 4 L
L] L]
2| 2|
- = @ sottosuccessione dispari
o ® suecessione 50 @ sottosuccessione pari
ot ol e
—4 4 . ..
-6 . . ° o . . . 6| . . . . . .
K B 5 10 5 20
0 5 10 4 15 20 N

Ho estratto da a,, due sottosuccessioni.
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Osservazione. Da una successione a, posso estrarre infinite
sottosuccessioni.

Teorema. Se una successione {a,} & convergente e lim a, =/,
n—oo

allora ogni sottosuccessione estratta da a, converge ad £, ovvero
lim a, =4, per ogni n.
k—o00

Es. Si veda I'Esempio 1.

Teorema. Se da una successione a, estraggo due sottosuccessioni
che convergono a due limiti diversi, allora a,, & indeterminata,
ovvero
A lim a,.
n—o00
Es. Si veda I'Esempio 2. Per ny = 2k, limy_,oc an, = +7. Per
ne =2k + 1, limg_o0 an, = =7, quindi A lim a,.
n—o0
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Teorema (di Bolzano - Weierstrass)

Da ogni successione limitata si pud estrarre una sottosuccessione
convergente.

Es. Si veda I'Esempio 2. a, & limitata, si hainfa, = —7 esupa, = 7.
Abbiamo gia trovato due sottosuccessioni di a, che sono convergenti.

8

6r ° ° Y '] (]
4t °

2t

® sottosuccessione dispari

® sottosuccessione pari
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Canuto-Tabacco: Sez. 4.2, Sez. 5.6 dell’edizione Pearson.

Esercizi: Studiare il comportamento delle seguenti successioni
(monotona crescente, decrescente, oscillante), calcolarne inf, sup,

max e min e lim a:

n—oo

. 3n—4 . n”+1

"o+l T
an, = arctan(n)  a, = log(n),

47 (-1

" 8n+2 "7 n
Calcolare i seguenti limiti.
T +n n" - n!

n?—3n+2'

nllrgo n+sin(n!) (n+2)"-(n4+1)!

n™ 4+ 7nl

lim =

n—oo (n+2)" - (7n+ sin(n))
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